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9. Нелинейные модели систем управления

9.1. Необходимость в нелинейных моделях


Расчет систем управления по нелинейным моделям значительно сложнее, чем по линейным. Это объясняется большим разнообразием движений, описываемых нелинейными уравнениями. Переход от линейных моделей к нелинейным, т.е. их усложнение ― мера вынужденная; необходимость расширения и углубления знаний о поведении систем управления должна быть обоснована. Термину “нелинейный” обычно придают расширительный смысл “не обязательно линейный”.


Напомним, что решение обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными детерминированными коэффициентами

              

                (9.1)

представляется в виде суммы



,


   
  (9.2)

 где 

 ― частное решение неоднородного уравнения (9.1), описывающее вынужденное движение;










(9.3)

 ― общее решение соответствующего однородного уравнения, описывающее свободное движение при начальных условиях: 

,

. Выражение (9.3) записано для случая простых корней 

 характеристического полинома

                                      

.                                  (9.4)


Относительная простота анализа линейных моделей объясняется возможностью раздельного анализа вынужденных  и свободных движений, а также тем, что известна форма решения (9.3). Построение решения сводится к алгебраическим задачам вычисления корней характеристического полинома и решения системы линейных уравнений относительно коэффициентов Ci.


Вместе с тем разнообразия движений, описываемых линейными уравнениями, может оказаться недостаточным. Повышая порядок n уравнений и подбирая коэффициенты, не всегда удается объяснять реальные процессы на больших интервалах времени и в широких диапазонах амплитуд переменных. Рассмотрим некоторые из таких примеров.


Неединственность положения равновесия. Линейная система имеет единственное положение равновесия. Например, выходная переменная системы, описываемой уравнением (9.3), при постоянном воздействии f принимает единственное значение, равное
 

.
 Если система находится не на границе устойчивости, то при любых начальных условиях движения асимптотически затухают к положению равновесия (система устойчива в целом) или расходятся (система не устойчива).


Реальные динамические системы могут иметь несколько положений равновесия. Одним из примеров является  маятник (см. рис. 1.7а). Положения равновесия маятника образуют счетное множество {y = k(; k = 0, (1, (2, ... }, причем, четные k отвечают верхним, а нечетные - нижним положениям равновесия.


В качестве другого примера представим себе следящую систему управления, датчик рассогласования и электродвигатель привода которой имеют зоны нечувствительности. Если рассогласование мало, то напряжение на входе двигателя по модулю меньше напряжения трогания и двигатель не вращается. Положения равновесия системы относительно переменной входа двигателя образуют отрезок, иначе множество мощности континуума.


 Конечная длительность процессов. Если линейная система устойчива, т.е. корни pi характеристического полинома (9.4) имеют  отрицательные действительные части, то соответствующие экспоненты в решении (9.3) затухают в бесконечности. Реально же длительность процессов управления конечна (кривая 1 на рис. 9.1), чему способствуют зоны нечувствительности элементов, сухое трение и люфты (зазоры) кинематических сочленений.




Рис. 9.1. Конечная длительность процессов


Ограниченность уровней переменных. Если линейная система неустойчива, то значения переменных неограниченно растут. Реально уровни переменных всегда ограничены энергетическими, материальными, прочностными ресурсами. На рис. 9.2 непрерывными линиями показаны экспоненциально расходящиеся процессы в линейных системах первого (рис. 9.2, а)  и второго (рис. 9.2, б) порядков. Штриховые кривые соответствуют реальным процессам.







                              а                                                              б
Рис. 9.2. Ограниченность уровней переменных


 Автоколебания - периодические движения за счет внутренних свойств системы при отсутствии внешних колебательных воздействий. В линейных системах периодические движения гармонической формы соответствуют колебательной границе устойчивости. Амплитуды этих колебаний зависят от начальных условий. При самом незначительном изменении параметров системы колебания превращаются в затухающие или расходящиеся.


Автоколебания имеют относительно стабильную амплитуду и частоту, которые восстанавливаются после снятия возмущений. На рис. 9.2, б штриховая линия соответствует автоколебаниям в системе с неустойчивым положением равновесия.


Зависимость характера движений от начальных условий и уровней воздействий. В реальных системах не выполняется принцип суперпозиции - при сложении воздействий реакция не равна сумме реакций на отдельные воздействия. На рис. 9.3 показаны графики процессов в одной и той же динамической системе (физический маятник) в зависимости от начальных условий. 




Рис. 9.3. Зависимость процессов от начальных условий


Примеры явлений, не объясняемых теорией линейных систем, можно продолжить [         ].


Нелинейные математические модели, используемые для анализа систем управления, появляются вследствие учета естественных (сопутствующих) эффектов, присущих объекту или элементам системы управления и обусловленных нелинейным характером законов природы, которым подчиняются исследуемые явления. Нелинейности могут вводиться и специально с целью компенсации нежелательных эффектов от естественных нелинейностей или для придания системе управления особых свойств, которые принципиально недостижимы линейными средствами. Так, именно нелинейные алгоритмы управления могут обеспечить максимальное быстродействие процессов при наличии естественных ограничений на уровни управляющих воздействий; нелинейности обязательно вводятся при создании генераторов колебаний и т.д. В ряде систем управления техническими объектами нелинейные, в частности, релейные регулирующие устройства оказываются наиболее простыми, дешевыми и надежными.


9.2. Безынерционные нелинейные элементы


В теории и практике управления элементы и системы рассматривают как преобразователи сигналов ― носителей информации о цели, состоянии объекта и воздействиях среды (рис. 9.4).







Рис. 9.4. Элемент системы как 


Рис. 9.5. Пример статической     

              преобразователь сигнала                                        характеристики НЭ


Как известно, линейный безынерционный элемент полностью задается значением его коэффициента усиления. Нелинейные зависимости между постоянными значениями входных и выходных сигналов


[image: image3.bmp]
могут задаваться аналитически, графически или таблично. В том случае, когда нелинейный элемент (НЭ) имеет один вход и один выход особенно наглядны графики статических характеристик (СХ) (рис. 9.5). 


Условия преобразования сигналов безынерционными НЭ зависят от уровней сигналов и не зависят от их частоты.


Приведем некоторые примеры безынерционных НЭ и их СХ.


1. Нелинейные элементы с кусочно-постоянными СХ. Простейшим представителем нелинейностей этой группы является так называемое идеальное реле (рис. 9.6, а): 

                                   

                                              (9.5)










а                                б                                   в

Рис. 9.6. Кусочно-постоянные (релейные) СХ


Более тонкое изучение может показать, что релейное устройство имеет гистерезис  (рис. 9.7, б). Выражение для двузначной СХ с разрывами первого рода можно записать так:

                                       

                                         (9.6)

где: b ― половина зоны неоднозначности СХ; y0 ― состояние реле, равное значению y до входа в зону неоднозначности. Таким образом, этот безынерционный НЭ обладает памятью - значение его выхода определяется не только значением входа в тот же момент, но также и предысторией (состоянием) НЭ по уровню сигнала.


Другим примером НЭ с кусочно-постоянной однозначной СХ является квантование сигналов по уровню в преобразователях аналог ― код, предназначенных для ввода информации о состоянии непрерывных процессов в цифровые управляющие устройства (рис. 9.6, в). Малая разрядность ЭВМ может оказаться существенным препятствием к достижению высокой точности и хорошего качества процессов в окрестности положений равновесия.


2. Нелинейные элементы с кусочно-линейными СХ. На рис. 9.7, а показан график СХ НЭ типа “насыщение”:



Как правило, эта нелинейность вводится в модели для учета ограничений уровней переменных при исследовании поведения систем управления в режимах больших отклонений от положения равновесия.
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Рис. 9.7. Кусочно-линейные СХ


Нелинейный элемент типа “зона нечувствительности” (рис. 9.7, б) учитывает реальные свойства датчиков, исполнительных механизмов и других устройств при малых входных сигналах.


Нелинейность типа “люфт” (рис. 9.7, в) является многозначной ― одному значению входа соответствует бесчисленное множество (континуум) значений выхода. Этот НЭ моделирует кинематические сочленения механических приборов и устройств (например, редукторов).


Приведенные выше примеры кусочно-линейных СХ непрерывны, но имеют разрыв производной dy/dx. Могут быть и кусочно-линейные СХ с разрывами первого рода.


3. Нелинейные элементы с гладкими СХ. Гладкие СХ имеют непрерывные производные. Примерами являются характеристики термопары (рис. 9.8, а), устройства возведения входного сигнала в квадрат (рис. 9.8, б), в куб (рис. 9.8, в), индукционных электромеханических преобразователей угла, электромагнитных явлений с гистерезисом (см. рис. 9.5) и др.
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Рис.9.8. Гладкие СХ


Нелинейные зависимости между значениями входа и выхода можно задавать параметрически ― парой функций



;

исключая параметр t, получим непосредственную связь между переменными входа и выхода. В случае однозначных СХ в качестве входа x(t) особенно удобен периодический сигнал треугольной формы с достаточной амплитудой ― выход НЭ будет периодически повторять форму СХ. Для сложных НЭ с неоднозначными СХ выбор функции x(t) из условия исчерпывающего задания НЭ парой вход-выход является нетривиальной задачей. По-существу, речь идет об экспериментальном исследовании НЭ, успех которого зависит от априорной информации.


9.3. Динамические нелинейные элементы


В общем случае дифференциальные уравнения, описывающие элементы систем или сами системы, являются нелинейными

                            

.                                    (9.7)

Иногда они разрешаются относительно старшей производной переменной выхода

                      

.                                    (9.8)

Примерами служат дифференциальные уравнения математического маятника




и уравнение Ван дер Поля



.


Часто дифференциальные уравнения представляются в форме Коши:



                                                       (9.9)

где: v ― вектор переменных состояния; ( ― вектор-функция; (функция выхода. В уравнениях (9.7) ― (9.9) предполагается, что нелинейные функции заданы аналитически.


Временная характеристика динамического линейного элемента - функция веса w(t) - позволяет связывать переменные входа и выхода с помощью интеграла свертки (2.5). В ряде случаев нелинейные преобразования описываются функционалами типа Вольтерра, являющимися обобщением интеграла свертки. Представление НЭ функционалами Вольтерра позволяет распространить понятие передаточной функции на нелинейные преобразования, а также развить спектральный метод анализа нелинейных систем [   ].


В линейных динамических элементах условия преобразования сигналов определялись лишь частотным спектром сигнала и не зависели от его уровня. Преобразование сигналов динамическими НЭ в значительной степени зависит как  от уровней сигналов, так и от их частотных спектров.


9.4. Нейронные сети как многомерные нелинейные элементы


Элементы (объекты, системы) называют многомерными, если переменные входа и/или выхода являются векторами. Линейные безынерционные многомерные элементы задаются матрицами коэффициентов усилений. В нелинейном случае необходимы другие способы описания. Если в дифференциальных уравнениях (9.9) переменные входа x и выхода y являются векторами, то они описывают многомерный нелинейный элемент.


В последние годы для аппроксимации нелинейных зависимостей часто применяют искусственные нейронные сети ― многомерные настраиваемые безынерционные преобразователи.


На рис. 9.9 изображена модель нейрона. Выходная переменная y является нелинейной функцией взвешенной суммы входных переменных



.
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Рис. 9.9. Модель нейрона

Параметры нейрона ― смещение b и весовые коэффициенты wi можно настраивать, добиваясь требуемой зависимости выхода от входов.


Широкие  аппроксимирующие возможности достигаются, если нейроны образуют сети определенной архитектуры. На рис. 9.10 изображена однонаправленная двухслойная нейронная сеть с тремя входами, двумя выходами и тремя нейронами в первом (скрытом) слое. Весовые коэффициенты и смещения первого слоя упорядочены в матрицы W1, b1, а второго ― в матрицы W2, b2. 


Разработан ряд алгоритмов обучения многослойных сетей ― настройки весов и смещений из условия минимизации функционала, оценивающего сумму квадратов отклонений выхода сети от выхода моделируемого объекта.


Для описания динамических нелинейных преобразований нейронные сети дополняются интеграторами в случае непрерывных систем и элементами сдвига ― в случае дискретных систем.



Рис. 9.10. Двухслойная нейронная сеть


На рис. 9.11 изображена обобщенная структура, позволяющая реализовать нелинейную модель в форме Коши




Блок NN представляет многомерную нейронную сеть, а блок MUX ― объединяет векторы состояния v и входа x.





Рис.9.11. Реализация нелинейной динамической модели

Для аппроксимации многомерных нелинейностей также применяют элементы, реализующие так называемую нечеткую логику [  ].


9.5. Нелинейные модели с раскрытой структурой


Во многих случаях нелинейные модели появляются в результате дополнения линейных моделей нелинейными элементами, учитывающими такие естественные факторы, как ограниченность управляющих воздействий, наличие зоны нечувствительности в измерительных и исполнительных элементах, люфтов в кинематических сочленениях или искусственное введение нелинейностей в алгоритмы управления для получения свойств, не достижимых в линейных системах. Простейший пример такой модели ― нелинейный интегратор




― структурно изображается как последовательное соединение безынерционного НЭ и линейного интегрирующего звена (рис. 9.12). На рис. 9.13, а изображен другой пример ― модель системы с обратной связью в форме структурной схемы. На рис. 9.13, б та же модель представлена в форме сигнального графа, одна из дуг которой помечена двумя штрихами, указывающими на нелинейный характер преобразования сигнала.




Рис. 9.12. Нелинейный интегратор







                                а                                                              б                                

Рис. 9.13. Нелинейная система с обратной связью.

 Расчетная структура нелинейных моделей


В этих примерах разделены динамическая линейная часть (ЛЧ) и безынерционная нелинейность ― нелинейные эффекты сосредоточены в безынерционном, а динамические ― в линейном элементах. Такое же разделение иллюстрирует схема реализации многомерного динамического нелинейного объекта с помощью нейронной сети (см. рис. 9.11).

9.6. Расчетные формы нелинейных моделей


Класс нелинейных моделей очень широк, что чрезвычайно затрудняет их единообразное описание, возможность использования универсальных методов анализа и синтеза. Поэтому при разработке методик исследования автоматических систем управления по нелинейным моделям выбираются некоторые расчетные формы моделей, к которым, по возможности, пытаются привести исходные. Основными соображениями при выборе расчетных форм нелинейных моделей являются широта класса автоматических систем, моделируемых принятыми типами моделей, удобство последующего анализа и простота эквивалентного приведения к этому виду других нетиповых исходных моделей. Ниже рассматриваются некоторые наиболее часто используемые формы представления нелинейных моделей расчетных видов и обсуждаются вопросы взаимных переходов между этими формами.


Большие достижения имеются в области теории нелинейных систем, описываемых дифференциальными уравнениями второго порядка:




или в форме Коши:



 




(9.10)

где v1, v2 ― переменные состояния (фазовые координаты) динамической системы. От дифференциального уравнения второго порядка, разрешенного относительно старшей производной, легко перейти к форме Коши, если положить v1=x, v2=x(
                                  

                                            (9.11)


В правых частях приведенных уравнений не содержится время t в явном виде; такие системы называются автономными. Автономная система не имеет связей со средой ― отсутствуют внешние воздействия, а параметры не изменяются во времени, т.е. она стационарна.


Следует подчеркнуть, что хотя нелинейные дифференциальные уравнения второго порядка образуют весьма малую часть возможных нелинейных моделей, они позволяют выявить многие особенности поведения автоматических систем, не поддающиеся объяснению в рамках линейной теории.


Большая группа точных и приближенных методик исследования автоматических систем на основе нелинейного подхода использует типовую структурную схему (cм. рис. 9.13), моделирующую широкий класс систем управления с обратной связью. В качестве дополнительного ограничения этого расчетного вида математических моделей обычно принимают безынерционность единственного НЭ с одним входом x и одним выходом y. Динамические свойства системы сосредоточены в линейной части с передаточной функцией

                       

.                               (9.12)


По структурной схеме или графу расчетного вида (см. рис. 9.13) легко записать уравнения:



                                             (9.13)

где p( d/dt ― оператор дифференцирования. Для автономной системы воздействие тождественно нулю:



,

а уравнения (9.13) приводятся к виду:

                                  

.                                      (9.14)


Уравнения ЛЧ в форме пространства состояний при условии  m < n, т.е. степень полинома числителя передаточной функции ЛЧ (9.12) ниже степени полинома знаменателя, имеют вид:

                                     

                                                  (9.15)

С учетом НЭ для автономной системы получим следующие уравнения:



;





Автономная система расчетной структуры может быть представлена и в форме интегрального уравнения



,

где w(t) ― функция веса ЛЧ.


Если структурная схема исследуемой системы отличается от расчетной, то в некоторых случаях ее можно преобразовать в расчетную форму. Проблема заключается в том, что в случае нелинейных моделей не всегда применимы правила структурных преобразований линейных систем.


Рассмотрим один из случаев, когда нетиповую структуру можно преобразовать в расчетную форму. Пусть модель системы имеет сколь угодно сложную ЛЧ и единственный НЭ, с одним входом и одним выходом, как это условно показано в виде диаграммы графа на рис. 9.14. Представим ЛЧ с двумя входами (y, f) и двумя выходами (x, z) биграфом (см.штриховые дуги на рис. 9.14), для чего вычислим элементы передаточной матрицы (см. 2.11):



.




Рис. 9.14. Система с единственным НЭ и произвольной ЛЧ 


Перерисуем диаграмму графа в виде структурной схемы, изображенной на рис. 9.15, а; после переноса точки съема получим искомую структурную схему (рис. 9.16, б) ― расширенную расчетную форму, которая кроме основ ного контура с НЭ содержит линейные дуги, включенные последовательно с 




а




б
Рис. 9.15. Расширенная расчетная структура

основным контуром 

 и параллельно с ним

). Поскольку дополнительные линейные дуги не образуют контуров, то по результатам  исследования основного контура с НЭ (рис. 9.13) легко получить необходимые суждения о свободных и вынужденных процессах в системе со структурой, показанной на рис. 9.15. 

10. Анализ равновесных режимов
10.1. Равновесные режимы


Режим функционирования системы управления называется равновесным, если ее переменные не изменяются во времени. Для большинства систем управления промышленными и другими объектами равновесные режимы при постоянных внешних воздействиях являются, как правило, оптимальными в смысле принятых технологических критериев. Поэтому анализ и синтез систем по требованиям к этим режимам оказываются первоочередными задачами проектирования.


В равновесных режимах производные по времени равны нулю для всех переменных. Если, например, зависимость между переменными входа f (t) и выхода y(t) системы управления описывается дифференциальным уравнением

                         

,                                 (10.1)

то частная модель для равновесных режимов (f = const, y = const) получится приравниванием нулю производных

                                          

.                                                       (10.2)

Из этой неявной зависимости численным методом находят значения y при заданных значениях f (если решение существует).


Для линейных систем определение единственного положения равновесия при заданных воздействиях или определение коэффициента усиления сводится к решению систем линейных уравнений. Можно ту же задачу решить, получив передаточную функцию системы 

 и найдя искомый коэффициент усиления как частный случай



.


В случае нелинейных моделей, задача анализа равновесных режимов сложнее, так как связана с решением систем нелинейных уравнений. Прежде всего следует ответить на вопрос о существовании решения; далее должно определиться число положений равновесия, после чего уточняются их координаты. Для решения этих задач привлекаются частные модели, по которым аналитически, графическими построениями или/и численными процедурами находятся искомые режимы и статические характеристики нелинейных систем.

10.2. Определение равновесных режимов по дифференциальным 


уравнениям


Выше рассмотрен случай определения положений равновесия, если имеется дифференциальное уравнение (10.1), непосредственно связывающее переменные входа и выхода системы. В общем случае объекты или системы управления описываются системами дифференциальных уравнений, например, приведенных к форме Коши:

                                         

                                                         (10.3)

Система уравнений для равновесных режимов получается, если в (10.3) положить dv/dt=0:

                                         

                                                           (10.4)

Получение СХ 

 сводится к исключению переменных v из уравнений (10.4), что в общем случае может быть непростой задачей.


Для частного случая системы второго порядка (см. систему уравнений (9.10)) развернутые уравнения (10.4) выглядят так:



                                                      (10.5)


Графическая иллюстрация определения 

 и 

 из первых двух уравнений системы (10.5) показана на рис. 10.1. Здесь 

 -  i-е постоянное значение воздействия. Пересечения кривых, если решение существует, дают искомые значения 

                                       

                                                 (10.6)

где j = 1, 2, 3 ― номер решения. Подставив (10.6) в третье уравнение системы (10.5), получим точки искомой СХ

                              

.                                        (10.7)

Задавая другие значения 

  с выбранным шагом, получим множества точек, соединение (интерполяция) которых даст ветви j  = 1, 2,... , в общем случае неоднозначной СХ системы.





Рис. 10.1.Иллюстрация графической процедуры 

В случае нескольких изолированных точек равновесия исследователь выделяет интересующие его точки и поочередно уточняет их координаты численным решением систем нелинейных уравнений.

10.3. Определение равновесных режимов и статических 




характеристик систем с типовой структурой


Типовыми называют структуры систем, образованные последовательным и параллельным соединением звеньев, а также одноконтурные системы, образованные соединением двух звеньев с обратной связью.

10.3.1. Эквивалентные СХ для последовательного соединения звеньев


Последовательно соединенные НЭ (рис. 10.2) эквивалентны одному НЭ со СХ



,

являющейся композицией СХ составляющих:



.




Рис. 10.2. Последовательное соединение НЭ


В общем случае перестановка НЭ дает другой результат (нелинейные операторы не коммутативны), т.е.:



.


Рассмотрим для примера последовательное соединение идеального реле (рис. 9.6) и линейного безынерционного звена с коэффициентом усиления    k > 0. Если линейный усилитель предшествует реле, то СХ соединения в точности повторяет СХ реле



;

если звенья переставить, то



.


Бывают исключения, когда нелинейные преобразования коммутативны. Так, в случае взаимно обратных НЭ 

имеем:



.

Обратные характеристики




существуют не всегда или не всегда однозначны при однозначной исходной. Взаимно обратные НЭ имеют СХ, графики которых являются симметричными относительно биссектрисы первого и третьего квадрантов (при одинаковом масштабе для осей абсцисс и ординат). Это показано на рис. 10.3.


 
В том случае, когда СХ последовательно соединенных НЭ заданы графически, легко получить СХ эквивалентного НЭ. Эта процедура иллюстрируется на рис. 10.4.





Рис. 10.3. Взаимно-обратные СХ





Рис. 10.4. Графическая процедура построения СХ последовательного




соединения НЭ


10.3.2. Эквивалентные СХ для параллельного соединения звеньев


Параллельно соединенные НЭ эквивалентны одному НЭ со СХ



.

Здесь перестановка НЭ дает тот же результат.


Графическая процедура построения СХ Fэ(x) сводится к поординатному сложению СХ F1(x) и F2(x). Если



,

то такие НЭ называют взаимно дополнительными. Компенсация естественной нелинейности достигается при параллельном подключении взаимно дополнительной нелинейности. Например, зона нечувствительности (рис. 9.7, б) может компенсироваться параллельным включением НЭ типа насыщение (рис. 9.7, а), зона линейности которого равна ширине зоны нечувствительности.


Если структурная схема не содержит контуров, т.е. образована только последовательным и параллельным соединениями звеньев, то легко найти постоянное значение выхода при заданном значении входа.


10.3.3. Эквивалентные СХ систем с обратной связью


Пусть два НЭ образуют контур ― систему с отрицательной обратной связью (рис. 10.5). Принципиальная трудность определения значения выхода системы y при заданном значении входа f обусловлена обратной связью ― для определения y следует знать значение x, зависящее от искомого y.











     а                                                           б

Рис.10.5. Соединение с обратной связью(а).  Эквивалентное соединение (б)


Для получения эквивалентной СХ




необходимо исключить переменные x и z. Запишем выражение для выхода

                     

.                                  (10.8)

Получена искомая зависимость, но в неявной форме.


Пусть существует обратная нелинейность 

. Применим это преобразование к левой и правой частям (10.8) и получим 



,                                         (10.9)

т.е. СХ, обратную искомой. Отсюда следует алгоритм графического построения искомой СХ (в предположении о ее обратимости):


- строится обратная СХ 

;


- характеристики 

 и F2 суммируются;


- определяется СХ, обратная сумме.

Ниже на рис. 10.8 будет показан пример построения эквивалентной СХ замкнутой системы 

 с использованием этого алгоритма.


Запишем выражение (10.9) в следующем порядке:

                                       

.                                                  (10.10) 

Пусть существует обратная нелинейность 

. Применим соответствующее  преобразование к обеим частям (10.10) и получим:



.

Этому выражению соответствует соединение с обратной связью двух НЭ (рис. 10.5, б), эквивалентное исходному соединению в смысле СХ Fэ (f). Сравнивая эту структуру с исходной (рис. 10.5, а), замечаем, что НЭ поменялись местами, а их характеристики заменены на обратные. На практике такой прием иногда используется для упрощения реализации НЭ [    ].


Эквивалентность структур, показанных на рис. 10.5, имеет место и для динамических звеньев. В случае линейных звеньев с передаточными функциями W1(s) и W2(s) обратными будут операторы 1/W1(s) и 1/ W2(s) соответственно.


Рассмотрим пример (рис.10.6, а), когда НЭ типа “насыщение” со СХ F1(x) охвачен отрицательной обратной связью в виде динамического звена с передаточной функцией (гибкая обратная связь)



.







                         а                                                                       б

Рис. 10.6. Пример охвата НЭ линейным динамическим звеном


Эквивалентная структура показана на рис. 10.6, б. Нетрудно заметить, что в случае большого усиления НЭ в линейной зоне (k =tg(() >> 1), когда




можно в схеме рис. 10.6, б игнорировать обратную связь с коэффициентом передачи 1/k << 1. В результате приближенно получим:




т.е. передаточную функцию пропорционально-интегрального звена. Такой способ часто применяется для реализации аналоговых регуляторов, реализующих ПИ-закон.

10.4. Определение статических характеристик систем 


с произвольной структурой


Пусть нелинейная модель системы управления представлена в форме структурной схемы. В ряде случаев СХ систем с произвольной структурой можно построить последовательным применением процедур, описанных в 10.3. Для этого вначале переходят к структурной схеме для равновесных режимов (постоянных сигналов), в которой статические линейные звенья описываются коэффициентами усиления, а НЭ ― аналитическими выражениями или графиками СХ.


Покажем этот метод построения СХ на примере системы, структура которой представлена на рис. 10.7, а. Если все линейные динамические звенья заменить безынерционными звеньями с коэффициентами усиления



,

то получим структурную схему для постоянных сигналов (рис. 10.7, б).
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Рис. 10.7. Структурные схемы для динамических (а) и статических (б) режимов


На рис. 10.8 показана процедура построения эквивалентной СХ замкнутой системы 

.





Рис. 10.8. Построение эквивалентной СХ системы 

               с отрицательной обратной связью


Выделим два особых случая: 1 ― в системе имеются астатические звенья (интеграторы); 2 ― в системе есть дифференцирующие звенья.


Для астатических звеньев с передаточными функциями:



,

в равновесном режиме переменные входа равняются нулю. Это замечание упрощает решение задачи. Пусть в структурной схеме (рис. 10.7, а) передаточная функция третьего звена W3(s) имеет нулевой полюс. Тогда в равновесном режиме: x2 = 0;  x1 = 0; e = 0; z = f, т.е. получаем:



.

Следовательно, СХ, обратная искомой совпадает со СХ нелинейного элемента в обратной связи:



.

Интегратор в прямой цепи за счет бесконечного усиления на нулевой частоте “переворачивает” СХ НЭ в цепи обратной связи.


Если в системе есть дифференцирующее звено



,

то в равновесном режиме его выход равен нулю. Например, наличие нулевого нуля хотя бы у одной из передаточных функций в схеме рис. 10.7, а приводит к тому, что связь по постоянному сигналу прерывается, т.е. для равновесного режима y = 0.


Следует сказать, что, как и в случае линейных систем, не для любых графов существует последовательность эквивалентных преобразований, приводящая к цели. В линейных системах задача полного сворачивания таких графов решалась дополнительным применением правил переноса точек съема и суммирования сигналов. В нелинейных системах правила переноса в общем случае не выполняются. Для построения СХ нелинейных систем здесь следует записывать системы уравнений и обращаться к численным процедурам их решения.

11. Анализ поведения систем на фазовой плоскости
11.1. Метод фазовой плоскости

Рассмотрим математическую модель системы в форме дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных







. 


(11.1)

В правые части уравнений (11.1) время t явно не входит, такие системы называют автономными. На автономные системы не действуют внешние силы. Автономные системы стационарны ― их свойства неизменны во времени.


Состояние конечномерной динамической системы (11.1) характеризуется вектором в n-мерном пространстве 

. Начальное состояние v(0) автономной системы (11.1) полностью определяет ее поведение для t > 0 независимо от предыстории, т.е. того, каким путем система пришла в это состояние. Геометрическое место точек конца вектора v(t) при t ( 0 образует траекторию состояния ― образ поведения при конкретном начальном состоянии. На рис. 11.1 иллюстрируется траектория трехмерной системы.




Рис. 11.1. Траектория изменения состояния


Хотя геометрическая интерпретация метода пространства состояний распространяется на системы любого порядка, важное его преимущество ― наглядность ― наиболее ярко проявляется в случае систем второго порядка, когда состояния системы представляются точками на фазовой плоскости. Следует добавить, что нелинейные модели второго порядка позволяют выявлять многие принципиальные особенности поведения динамических систем; это определяет методическое, теоретическое и практическое значение метода фазовой плоскости. Применение метода может быть оправданным для предварительного анализа новой системы по упрощенным моделям, поскольку метод фазовой плоскости дает наглядную картину общего характера поведения рассматриваемой динамической системы. Во второй части анализа качественные исследования, основанные на таком представлении, следует дополнить количественными, с помощью которых можно получить численные результаты, но нельзя выявить общие закономерности движения.


Метод фазовой плоскости дает возможность изобразить качественную картину всей совокупности свободных движений (процессов) для выбранной области начальных условий (состояний), а при необходимости ― провести точные исследования интересующих типов движений.


Пусть заданы уравнения системы второго порядка







         
 (11.2)

Для получения фазовой траектории при начальных условиях v10 = v1(0) и v20 = v2(0) из решения системы (11.2)





 
(11.3)

следует исключить время t, т.е. получить зависимость 



.

На рис. 11.2 показана соответствующая графическая процедура получения фазовой траектории.






а
б
Рис. 11.2. Графическая процедура построения фазовой траектории


Если изменить начальные условия, но так, что вектор начального состояния попадает на ранее построенную фазовую траекторию (точка ( на рис. 11.2, б), то новая траектория совпадает со старой. Можно видеть, что отрезок фазовой траектории изображает бесчисленное множество движений при начальных состояниях системы, совпадающих с траекторией. Это упрощает вывод обобщающих суждений о свойствах системы по совокупностям фазовых траекторий ― фазовому портрету динамической системы.


В случае автономности динамических систем время t явно не входит в правую часть дифференциальных уравнений (11.2). Рассматривая координату v1 как независимую переменную, можно путем деления второго уравнения системы (11.2) на первое исключить время и получить одно дифференциальное уравнение первого порядка



. 


 
(11.4)

Решая это уравнение при конкретных начальных условиях, можно получить фазовые траектории.


Если функции (1

и (2

однозначны, то каждой точке 

соответствует единственное значение производной dv2/dv1 (наклона касательной к фазовой траектории), т.е. через эту точку фазовой плоскости проходит только одна фазовая траектории. Единственность нарушается в так называемых особых точках , соответствующих состояниям равновесия системы:








(11.5)

координаты которых определяются из уравнений








(11.6)

В особых точках, как это следует из (11.4) и (11.5), имеется неопределенность производной: dv2/dv1=0/0. Каждая особая точка изображает отдельное (тривиальное) решение системы (11.2) и должна рассматриваться как отдельная фазовая траектория.


В качестве фазовой переменной v1 часто выбирается переменная входа нелинейного элемента; v1 = x (рис. 9.16).


Переменная v2 обычно выбирается из условия v2 = dv1/dt = x(. В этом случае система уравнений (11.2) примет вид:







(11.7)

а вместо (11.4) имеем:



. 




(11.8)


Выполнение условия v2 = dv1/dt придает фазовой плоскости следующие свойства:

· особые точки располагаются только на оси абсцисс, где v2 = dv1/dt = 0;

· в верхней полуплоскости (v2 = dv1/dt > 0) фазовые траектории направлены слева направо, т.е. в сторону увеличения v1, а в нижней полуплоскости ― справа налево;

· фазовые траектории ортогональны оси абсцисс, так как из (11.8) при v2 = 0 следует dv2/dv1 = (.

11.2. Поведение нелинейных систем в окрестности 
положений равновесия


Рассмотрим i-е изолированное положение равновесия 

, т.е. i-ю особую точку, являющуюся решением системы уравнений (11.6). Пусть функции (1 и (2 в окрестности этой точки допускают разложение в степенной ряд по отклонениям переменных ((v1, (v2). Пренебрегая нелинейными членами разложения, вместо нелинейных уравнений (11.2) получим систему линейных дифференциальных уравнений для малых отклонений переменных:








(11.9)


В матричной форме уравнения (11.9) запишутся так:



,





(11.10)

где




― матрица Якоби системы (11.2) в рассматриваемой точке равновесия.


Процедура переноса начала координат в особую точку и линеаризации правых частей (11.2) показана на рис. 11.3. Касательные к кривым пересекаются, если якобиан отличен от нуля:



.


Решения уравнений (11.9) имеют вид:








(11.11)

где постоянные 

зависят от начальных условий (v1(0), (v2(0) и корней характеристического полинома



. 




(11.12)

Выражения (11.11) соответствуют случаю некратных корней s1, s2. 


Оказывается, что фазовые портреты нелинейных систем в окрестности особых точек близки к фазовым портретам линеаризованных систем (11.10)   [   ]. Займемся рассмотрением типов особых точек линейных систем второго порядка, в зависимости от расположения корней характеристического полинома (11.12), т.е. собственных значений матрицы A.




Рис. 11.3. Линеаризация в окрестности положения равновесия


Если корни s1, s2 полинома (11.12) действительные отрицательные, то имеет место особая точка типа “устойчивый узел” (рис. 11.4, а). На рис. 11.4, б  показаны кривые v1(t) для двух начальных состояний. Прямолинейным фазовым траекториям соответствуют состояния, когда постоянные при одной из экспонент (11.11) равняются нулю (C11=C21=0 или C12=C22=0).




а
б

Рис.11.4. Особая точка типа “устойчивый узел”


При положительных действительных корнях s1, s2 имеем особую точку типа “неустойчивый узел” (рис. 11.5, а). На рис. 11.5, б показаны примеры соответствующих кривых изменения переменной 

 во времени.

Если один из действительных корней отрицательный, а другой - положительный, то особая точка называется “седло” (рис.11.6, а). Прямолинейные траектории ― сепаратрисы седла ― соответствует случаю, когда один из коэффициентов в (11.11) равен нулю (прямая 2).




а                                                                         б

Рис. 11.5. Особая точка типа “неустойчивый узел” 




а                                                                      б


Рис. 11.6. Особая точка типа “седло”

Комплексно-сопряженные корни с отрицательными действительными частями дают особую точку типа “устойчивый фокус” (рис.11.7, а). На рис.11.7, б показан соответствующий затухающий колебательный процесс. 




а                                                                             б


Рис. 11.7. Особая точка типа “устойчивый фокус”


Если действительные части комплексных корней положительны, то имеем “неустойчивый фокус” (рис. 11.8, а) и колебательные расходящиеся процессы (рис. 11.8, б).




а                                                                        б

Рис.11.8. Особая точка типа “неустойчивый фокус”

Чисто мнимым корням консервативной системы s1,2 = (j(0 соответствует особая точка типа “центр”, образованная вложенными друг в друга эллипсами (рис. 11.9, а). Незатухающий колебательный процесс гармонической формы с периодом T = 2(/(0 имеет амплитуду, определяемую начальными условиями (рис. 11.9, б).




а                                                                      б

Рис. 11.9. Особая точка типа “центр”


Особым точкам типа “устойчивый узел” и “устойчивый фокус” соответствуют устойчивые “в малом” положения равновесия нелинейной системы; в случае особых точек “седло”, “неустойчивый узел” и “неустойчивый фокус” эти положения равновесия неустойчивы. В случае особой точки типа “центр” об устойчивости положения равновесия нелинейной системы нельзя судить по линеаризованным уравнениям (11.10).

11.3. Построение фазовых портретов нелинейных систем


Исследование поведения нелинейных систем второго порядка на фазовой плоскости целесообразно начинать с определения положений равновесия ― особых точек фазового портрета. Принципиальным отличием нелинейных систем является то, что положений равновесия может быть несколько или они могут отсутствовать вообще.


Если в окрестности изолированных положений равновесия нелинейности достаточно гладкие, то записывают линеаризованные дифференциальные уравнения для малых отклонений от конкретных положений равновесия. По расположению собственных значений матриц или корней характеристического полинома устанавливаются типы особых точек, как это показано в 11.2. В окрестности изолированных особых точек ― положений равновесия ― фазовые портреты нелинейных систем похожи на фазовые портреты соответствующих линеаризованных систем. По мере удаления от точек равновесия фазовые портреты нелинейных систем могут иметь качественные отличия.


Для построения фазовых траекторий используют графические, аналитические и численные методы.


11.3.1. Метод изоклин

Наиболее простым графическим методом решения дифференциальных уравнений (11.4), (11.8) является метод изоклин. Изоклина ― кривая равного наклона касательных к фазовым траекториям. Ее уравнение получается приравниванием правых частей (11.4) или (11.8) заданному наклону c:




или



.

Параметр c семейства изоклин равен тангенсу угла  наклона касательных к фазовым траекториям (при одинаковых масштабах обеих осей координат фазовой плоскости). Совокупность наклонов ci выбирается так, чтобы изменение угла между двумя соседними изоклинами было примерно одинаковым.


11.3.2. Примеры аналитического построения фазовых портретов


В некоторых случаях возможно аналитическое решение дифференциальных уравнений для фазовых траекторий (11.4), (11.8).

Пример 1. Рассмотрим уравнение математического маятника

 

.

Как указывалось в подразд.9.1, маятник имеет счетное множество положений равновесия: y = k(; k = 0, (1, (2,... . Здесь за начальное положение маятника принято верхнее.


Линеаризованное уравнение для малых отклонений 

 от нижних положений равновесия (нечетных k = 1, (3,...) запишем, в силу 

,  в виде



;

а для отклонений от верхних положений равновесия (четных k = 0, (2, ...):



.

Характеристический полином дифференциального уравнения для нижних положений равновесия




имеет пару мнимых корней s1,2 = (j(0. Следовательно, этим положениям равновесия отвечает особая точка типа “центр”. Характеристический полином для верхних положений равновесия





 EMBED Equation.2  

имеет действительные корни разных знаков s1,2 = ( (0; этим положениям равновесия отвечает особая точка типа “седло” (рис.11.6).




Рис. 11.10. Фазовый портрет маятника


Для получения аналитических выражений для фазовых траекторий маятника запишем его дифференциальное уравнение  в форме Коши, приняв следующие переменные состояния: 



 EMBED Equation.2  
(естественный базис):




Деление второго уравнения на первое дает дифференциальное уравнение первого порядка:



, 

         


(11.13)

решая которое при различных начальных условиях 

 получаем выражения для интегральных кривых на плоскости 

. Уравнение (11.13) допускает разделение переменных




после интегрирования имеем 




или искомое выражение



.

Соответствующий фазовый портрет маятника изображен на рис.11.10. Сепаратрисы, образованные слиянием искривленных “усов” седел, оказываются границами областей с колебательным движением; незамкнутые траектории вне этих областей изображают неравномерные вращательные движения маятника вокруг точки подвеса.

 
Пример 2. Фазовый портрет релейной системы (рис. 11.11).




Рис. 11.11. Релейная система


В случае НЭ типа “реле с зоной нечувствительности” можно сразу найти положения равновесия: y = 0 как вход интегратора в равновесном состоянии; (x((b; (z(( b. Имеет место отрезок равновесия.


Для построения фазового портрета запишем дифференциальные уравнения системы в форме Коши;  выберем следующие переменные состояния: 

. Дифференциальное уравнение линейной части




с учетом z = - x запишется так:



.

Отсюда имеем искомую форму уравнений:








Поделим второе уравнение на первое:



.                           (11.14)

Если учесть, что на различных интервалах x функция F(x) постоянна, то в уравнении (11.14) разделяются переменные, т.е. имеем:



,

Интегрирование последнего уравнения дает



,

где R - постоянная, определяемая начальными условиями. Для различных интервалов x получим следующие уравнения для фазовых траекторий:



;



(11.15)



; 




(11.16)



. 



(11.17)


На рис. 11.12 показан фазовый портрет релейной системы “с зоной нечувствительности”. Линиям x = (b (так называемым линиям переключения реле) соответствуют границы трех “листов” фазовой плоскости.  Движения системы завершаются на  отрезке равновесия.





Рис. 11.12. Фазовый портрет в случае НЭ типа “реле с зоной




нечувствительности”


Если модель системы содержит НЭ с кусочно-постоянной (или кусочно-линейной) характеристикой, то процесс может быть разбит на ряд интервалов так, что в пределах каждого интервала движение описывается линейными дифференциальными уравнениями. На фазовой плоскости каждому линейному участку такой характеристики нелинейного элемента соответствует отдельная область или лист, в пределах которого правые части дифференциальных уравнений (11.2) линейны, а фазовые траектории составлены из дуг траекторий линейных систем. Излому или разрыву таких СХ НЭ соответствует граница листа фазовой плоскости (линия переключения).


Изменим пример: пусть НЭ имеет характеристику типа реле с гистерезисом (рис. 9.6, б). В этом случае система не может иметь положений равновесия, так как всегда y ( 0. Фазовая плоскость состоит из двух листов, на каждом из них траектории описываются выражениями (11.15) или (11.17). Границами листов являются в верхней полуплоскости прямая x = b, а в нижней - x = - b. Фазовый портрет показан на рис. 11.13. Выделяется устойчивый предельный цикл, значит система функционирует в автоколебательном режиме.





Рис. 11.13. Фазовый портрет в случае НЭ типа “реле с гистерезисом”

11.4. Связь фазовых траекторий со временем


Как показано в 11.1, построение фазовых траекторий связано с  исключением времени t из решений v1(t; v10,v20) и v2 (t; v10,v20). Представляет интерес обратный переход ― построение процессов по интересующему отрезку фазовой траектории. По-существу, речь идет об определении времени “пробегания” изображающей точкой отрезков фазовой траектории ― проставлении на траекториях меток времени.


Ограничимся рассмотрением случая естественного базиса на фазовой плоскости: 

. Зафиксируем интересующий нас отрезок фазовой траектрии 

 как это показано на рис. 11.14. Найдем, за какое время (t изображающая точка пройдет от начала отрезка (x=x0 ) до его конца (x=xf ).








Рис. 11.14. Определение длительности процесса


По определению имеем:



;

отсюда следует



.

Интегрируя, получим:



. 




(11.18)

Результат имеет простой геометрический смысл ― время процесса (перехода системы из одного состояния в другое) пропорционально площади под кривой 1/

. На рис. 11.14 показана эта кривая; площадь под ней заштрихована.


Чем выше проходит траектория 

 в верхней полуплоскости, т.е. чем больше скорости процесса, тем ближе кривая 1/x( (x) к оси абсцисс, тем меньше  (t, т.е. быстрее протекает процесс. На рис. 11.15, а показаны отрезки траекторий двух различных систем между одними и теми же точками. Ясно, что процесс в первой системе протекает быстрее (см.рис. 11.15, б).




а                                                              б

Рис. 11.15. Фазовые траектории и процессы


Рассмотрим пример фазовой траектории в виде отрезка прямой, направленной к началу координат (рис. 11.16, а)

dx/dt=

. 





(11.19)

Обратная кривая 1/

= -1/x ― кусок гиперболы; площадь под ней равна времени процесса - прихода изображающий точки в начало координат. Найдем это время:



.





Рис. 11.16. Фазовая траектория и процесс

Действительно, прямолинейному отрезку фазовой траектории соответствует экспоненциальное движение (рис. 11.16, б), т.е. решение дифференциального уравнения (11.19) при начальном условии x(0) = -1 имеет вид:



.

Такое движение затухает бесконечно долго.


11.5. Особенности фазовых портретов нелинейных систем

В линейной системе всегда имеется только одно положение равновесия и соответственно только одна особая точка пространства состояний (фазового пространства). Область притяжения этой особой точки, если система устойчива, совпадает со всем фазовым пространством. Фазовое пространство линейных систем не содержит изолированных замкнутых траекторий (предельных циклов).


В окрестности изолированных положений равновесия фазовые портреты нелинейных систем с гладкими в этих точках характеристиками подобны портретам соответствующих линейных систем. Но по мере удаления от особой точки фазовый портрет нелинейной системы может иметь существенные отличия.


11.5.1. Неединственность особых точек

Качественное отличие фазовых портретов нелинейных систем от линейных может быть обусловлено наличием и множества особых точек различных типов.  В примере фазового портрета маятника (см. рис. 11.10) можно видеть счетное множество особых точек двух типов ― “центр” и “седло”. Возможно существование бесконечного числа точек равновесия в виде отрезка равновесия; это имело место в примере фазового портрета системы, НЭ которой представляет собой реле с зоной нечувствительности (см. рис. 11.12). Наконец, фазовые портреты некоторых нелинейных систем вообще не имеют особых точек. Примером является портрет нелинейной системы с гистерезисной нелинейной характеристикой (см. рис. 11.13).


11.5.2. Предельные циклы и сепаратрисы


На фазовых портретах некоторых нелинейных систем имеют место изолированные замкнутые траектории ― предельные циклы Пуанкаре. Если предельный цикл устойчив, то ему отвечают автоколебания в системе. Причем, эти колебания устойчивы не только по отношению к малым изменениям начальных условий, но также и к малым изменениям параметров системы. На рис. 11.17, а приведена иллюстрация фазового портрета некоторой нелинейной системы с устойчивым предельным циклом. 




Рис. 11.17. Примеры фазовых портретов с предельным циклом


В качестве другого примера приведем фазовый портрет осциллятора Ван дер Поля с устойчивым предельным циклом (рис. 11.18). 





Рис. 11.18. Пример фазового портрета осциллятора Ван дер Поля


В том случае, когда предельный цикл неустойчив по начальным условиям, в реальной системе нельзя наблюдать установившиеся колебания, так как они расходятся или затухают из-за малых возмущений. Устойчивые и неустойчивые предельные циклы являются границами областей фазовой плоскости с различным характером движения. Например, неустойчивый внутренний предельный цикл фазового портрета, изображенного на рис. 11.17, б, ограничивает открытую область притяжения устойчивой особой точки типа “фокус”. Внешний устойчивый предельный цикл разделяет области расходящихся и затухающих движений. При такой топологии фазового пространства говорят о “жестком” режиме возбуждения автоколебаний ― для возникновения незатухающих колебаний начальные условия должны быть достаточно большими, т.е. начальное положение изображающей точки должно быть вне заштрихованной области.


Если фазовый портрет системы имеет более одной особой точки или содержит предельные циклы, то область устойчивости (неустойчивости) не может охватывать всю фазовую плоскость, как это имеет место в линейных системах.


В некоторых случаях границей областей фазовой плоскости с различным характером движений системы служат так называемые сепаратрисы. При наличии нескольких особых точек, как это было в примере фазового портрета маятника, сепаратрисами являются траектории, проходящие через седла (см. рис. 11.11).


11.5.3. Топологическая структура фазовой плоскости и бифуркации


Фазовые портреты нелинейных систем второго порядка весьма удобны для качественной оценки возможных движений системы. Качественная картина движений в системе определяется топологической структурой фазовой плоскости ― типом и взаимным расположением особых траекторий ― особых точек, предельных циклов, сепаратрис. Например, по портрету на рис. 11.17, б сразу можно сказать, что положение равновесия устойчиво по отношению к начальным условиям, принадлежащим области притяжения, ограничиваемой неустойчивым предельным циклом. При начальных условиях за границей области притяжения со временем устанавливаются незатухающие колебания, амплитуда и частота которых локально не зависят от начальных условий. Такая картина сохраняется вне зависимости от размеров предельных циклов; от них зависят только пороговые значения начальных условий, а также амплитуда и частота колебаний, т.е. количественная, а не качественная сторона явлений.


Положим, что построен фазовый портрет некоторой нелинейной системы, который имеет вид, например, показанный на рис. 11.17, б. Если какой-либо параметр q  этой системы изменится, то можно построить новый фазовый портрет, который будет либо качественно таким же, либо качественно иным. В последнем случае говорят об изменении топологической структуры фазовой плоскости. Значение параметра 

, при котором происходит такое изменение, называют бифуркационным. Так, например, на фазовом портрете на рис. 11.17, б внутренний предельный цикл может по мере изменения параметра q стягиваться к началу координат и при бифуркационном значении 

слиться с ним. При дальнейшем изменении 

фазовый портрет будет содержать лишь один предельный цикл, а особая точка станет неустойчивой.


Для линейных систем возможны только две топологические структуры фазового пространства: единственная устойчивая или неустойчивая особая точка с неограниченной областью притяжения (отталкивания). Смена этих топологических структур происходит при переходе через критическое значение изменяемого параметра ― на границе устойчивости.


12. Устойчивость положений равновесия

При исследовании систем управления по нелинейным математическим моделям следует говорить об устойчивости конкретного движения, а не системы в целом. Действительно, одни движения нелинейной системы могут быть устойчивыми, а другие ― нет. Ниже ограничимся рассмотрением устойчивости положений равновесия автономных систем.

12.1. Понятие об устойчивости невозмущенного движения


Пусть математическая модель автономной системы представлена в форме системы дифференциальных уравнений



, 





(12.1)

где: v ― вектор состояния; ( ― вектор-функция. Решения системы (12.1)




при конкретных начальных условиях 

 v(0), следуя Ляпунову, называют невозмущенным движением. Выбор движения, принимаемого за невозмущенное, произволен. В частности, если начальным условиям 

 соответствует положение равновесия, то оно и будет невозмущенным движением. Всякое другое решение дифференциальных уравнений 



,

при иных начальных условиях 

, называется возмущенным.


Вариация движения - разность между возмущенным и невозмущенным движениями:



.


Определение: невозмущенное движение называется устойчивым, если для любого ( > 0 найдется такое (((), что из




для всех t > T следует:





 EMBED Equation.2  
.


Здесь 

 означает норму вектора.


Если в качестве невозмущенного движения принять состояние равновесия системы, то определение устойчивости можно интерпретировать следующим образом: положение равновесия называется устойчивым, если, задав вокруг точки равновесия любую сколь угодно малую область (, можно найти такую область (((), что помещенная в момент времени t = 0 в любую точку этой области изображающая точка в момент времени t  = T войдет в область ( и далее из нее не выйдет. На рис. 12.1 на фазовой плоскости системы второго порядка иллюстрируется приведенное определение для нормы типа





Рис. 12.1. Иллюстрация определения устойчивости



.

Если принять так называемую евклидову норму





 EMBED Equation.2  
,

то области ( и ( в векторных пространствах соответствующих размерностей  будут иметь вид шаров с такими радиусами.


Асимптотическая устойчивость означает, что



,

т.е. движения асимптотически стремятся к невозмущенному, в частности, при 

 приходят в состояние равновесия.


Устойчивость по Ляпунову ― понятие качественное (теоретическое), поскольку не оговариваются размеры области притяжения невозмущенного движения; здесь говорят об устойчивости “в малом”. Устойчивость “в большом” ― понятие количественное (практическое), когда указываются границы области притяжения. Например, на рис. 11.17, а изображен фазовый портрет системы, где неустойчивый предельный цикл является границей открытой области притяжения устойчивого положения равновесия. В том случае, когда область притяжения совпадает со всем пространством состояний, невозмущенное движение будет устойчивым “в целом”.


Линейная система имеет единственное положение равновесия; если оно устойчиво, то устойчиво “в целом”. Разумеется, остается вопрос о том, насколько линейная модель адекватно описывает реакцию системы “в целом”.

12.2. Первый метод Ляпунова

Метод применяется для исследования устойчивости по линеаризованным уравнениям для малых вариаций переменных.


12.2.1. Применение метода к дифференциальным уравнениям 





в форме Коши

Пусть динамическая система описывается уравнениями (12.1). Обозначим через v* вектор координат исследуемого положения равновесия, т.е. решение системы уравнений

((v)=0.

Положим, что функции ( допускают разложение в степенной ряд в точке v*. Пренебрегая малыми высшего порядка по сравнению с вариациями (v, получим вместо уравнений (12.1) линеаризованную систему








(12.2)

где



 



(12.3)

― матрица первых производных нелинейных функций (матрица Якоби), вычисляемых  в точке равновесия v=v*. На рис. 11.3 была приведена геометрическая иллюстрация процедуры линеаризации в окрестности положения равновесия.


Первый метод Ляпунова базируется на том, что об устойчивости “в малом” положения равновесия нелинейной системы можно судить по результатам анализа линеаризованной системы:

· если все собственные значения матрицы А имеют отрицательные действительные части, т.е. линеаризованная система устойчива, то положение равновесия устойчиво;

· если линеаризованная система неустойчива, то положение равновесия неустойчиво.


Первый метод Ляпунова применяется очень часто. Однако он имеет следующие недостатки:

· исследуется только устойчивость “в малом”;

· применим только для систем, линеаризуемых в окрестности положений равновесия.


Покажем теперь методики применения первого метода Ляпунова, когда система представлена дифференциальным уравнением n-го порядка или в форме структурной схемы.


12.2.2. Исследование устойчивости по дифференциальным




 уравнениям n-го порядка


Пусть дано дифференциальное уравнение вида (9.7), которое для автономной системы, т.е. при 

, приводится к виду:



.

 Положения равновесия являются действительными решениями уравнения статики



,

полученного из исходного уравнения приравниванием производных нулю. Выбирается исследуемое положение равновесия 

, и левая часть исходного уравнения раскладывается в степенной ряд при условии, что функция ( аналитична в его окрестности:



.

Полагая, что отклонения переменной y и ее производных малы, можно пренебречь в разложении малыми высших порядков. В результате получится линейное дифференциальное уравнение



,

коэффициенты которого равны значениям частных производных функции ( в точке равновесия.


Если все корни характеристического полинома 




имеют отрицательные действительные части, то положение равновесия исходной нелинейной системы устойчиво.


Рассмотрим пример исследования устойчивости положения равновесия  осциллятора Ван дер Поля, описываемого дифференциальным уравнением второго порядка:



.

Система имеет единственное положение равновесия 

. Линеаризованное для малых отклонений уравнение запишется так:



,

где:




Характеристический полином уравнения




имеет следующие корни



.

Положение равновесия не устойчиво, если ( > 0. При значении ( ( 2 на фазовой плоскости в начале координат имеется особая точка типа “неустойчивый узел”. При значениях 0 < ( < 2 там же будем иметь особую точку типа “неустойчивый фокус”. Фазовый портрет осциллятора Ван дер Поля (см. рис. 11.18) имеет устойчивый предельный цикл, которому соответствуют автоколебания.


В заключение отметим, что в случае нескольких положений равновесия их устойчивость исследуется поочередно. Именно таким был пример математического маятника, рассмотренный в 11.3.2.


12.2.3. Исследование устойчивости по моделям в форме




 структурной схемы


В том случае, когда нелинейная модель представлена в форме структурной схемы, можно, во-первых, записать систему дифференциальных уравнений в форме Коши и исследовать устойчивость положений равновесия по схеме, описанной в 12.1. Во-вторых, можно попытаться записать одно дифференциальное уравнение n-го порядка; тогда устойчивость исследуется по схеме 12.2.2. Наконец, устойчивость положений равновесия можно исследовать и непосредственно по структурной схеме.


Пусть имеется модель в форме структурной схемы не обязательно расчетного вида; например, она может иметь несколько НЭ и произвольную структуру. Положим, что все НЭ являются безынерционными. Прежде всего, необходимо провести анализ равновесных режимов. Если они существуют, то следует найти соответствующие значения переменных на входах всех НЭ системы. Анализ проводится по частной модели для равновесных режимов: динамические звенья заменяются безынерционными. Наличие звеньев интегрирующего или дифференцирующего типов, как было показано в 10.4, упрощает анализ режимов равновесия. Для определения значений переменных на входах всех НЭ можно применить аналитический, графический или численный методы.


После того как найдено значение 

переменной на входе НЭ, заданного аналитически



,

линеаризация означает его замену безынерционным звеном 




с коэффициентом усиления



,

равным значению производной в точке равновесия. Ясно, что СХ НЭ в точке линеаризации должна быть гладкой (дифференцируемой).


В том случае, когда СХ НЭ задана графически, линеаризация сводится к определению тангенса угла наклона касательной к СХ в точке равновесия (рис. 12.2). Практически коэффициент усиления определяется как отношение приращений (см. рис. 12.2, а):



.

	


	



	а
	б


Рис. 12.2. Линеаризация НЭ


Если НЭ имеет несколько входов





 EMBED Equation.2  
,

то в результате линеаризации получим:



,

где коэффициенты усиления по различным входам равны значениям частных производных функции F в точке равновесия. Например, линеаризация элемента перемножения двух переменных




в точке 

 дает:



.


В результате линеаризации всех НЭ для конкретного положения равновесия получается линейная модель для малых отклонений переменных на входах НЭ. Анализ устойчивости линеаризованной модели в соответствии с первым методом Ляпунова дает возможность судить об устойчивости выбранного положения равновесия нелинейной системы.


Рассмотрим в качестве примера систему (рис. 10.10), положения равновесия которой определялись в 10.5. Пусть передаточная функция ЛЧ имеет вид:



,

а значение коэффициента усиления  k=1. Система имеет два положения равновесия при уровнях постоянного воздействия f > -0.25. Значение f =  -0.25 соответствует катастрофе - малейшее уменьшение f приводит к исчезновению положений равновесия, а малейшее увеличение - к появлению двух положений равновесия. Если  f > -0.25, то положениям равновесия отвечают следующие значения переменной на входе НЭ:



.

Графическая процедура определения координат 

 точек равновесия, показанная на рис. 12.2, б , соответствует решению системы двух уравнений (10.11) при k=1 или уравнения:



.

Линеаризуем СХ НЭ




в этих точках; получим:



.


Характеристические полиномы замкнутых линеаризованных систем имеют вид:



.

Видно, что один из полиномов (знак минус при свободном члене) не удовлетворяет необходимому условию устойчивости. Для устойчивости другого полинома в соответствии с критерием Гурвица необходимо и достаточно выполнение условия



,

т.е. f < 20. Таким образом. делаем вывод о том, что из двух положений равновесия, в которых может находиться система при постоянных значениях воздействия 

, устойчивым является одно




и только при ограниченном сверху уровне воздействия f < 20.

12.3. Второй (прямой) метод Ляпунова


Метод не связан с линеаризацией дифференциальных уравнений системы.


Пусть автономная система описана дифференциальными уравнениями в форме Коши



. 






(12.4)

Положим без потери общности, что положение равновесия v* = 0; необходимо исследовать его устойчивость.


Введем в рассмотрение однозначную и дифференцируемую в некоторой области, содержащей начало координат, скалярную функцию переменных состояния



.

 Функция V(v) называется знакопостоянной, если она имеет один и тот же знак всюду в некоторой области, содержащей начало координат (v=0), за исключением некоторых точек, где она равна нулю. Знакопостоянная функция, равная нулю только в начале координат, называется знакоопределенной:  положительно-определенной или отрицательно-определенной, в зависимости от знака. На рис. 12.3 показан пример положительно-определенной функции - параболоид вращения:



. 



(12.5)




Рис. 12.3. Пример положительно-определенной функции


А. М. Ляпунов показал, что для устойчивости положения равновесия достаточно существования положительно-определенной функции V(v), полная производная по времени которой 

 в силу дифференциальных уравнений системы является отрицательной знакопостоянной функцией W(v).


Если функция W(v) отрицательно-определенная, то положение равновесия устойчиво асимптотически. Если это условие выполнено при любых v и, кроме того, V(v) ( ( при 

( ( , то положение равновесия асимптотически устойчиво в целом. 


Не будем приводить доказательств этих утверждений, дадим только некоторые пояснения.


Производная по времени функции Ляпунова




в силу дифференциальных уравнений (12.4) равна:



,

т.е. представляет собой только функцию переменных состояния системы. Свойства этой функции и определяют устойчивость положения равновесия. Функция 

равна скалярному произведению вектора градиента функции Ляпунова




на вектор скорости изменения состояния dv/dt. Известно, что скалярное произведение векторов равно произведению их модулей, умноженному на косинус угла между векторами:



. 




(12.6)


Если по условиям утверждений функция W(v) знакопостоянная (знакоопределенная) противоположного с V(v ) знака, то это значит, что угол (  неострый (тупой). Другими словами, если проекция вектора скорости изменения состояния системы на вектор градиента функции V(v) неположительна (отрицательна), то состояния системы меняются только в направлении невозрастания (убывания) функции Ляпунова.


На рис. 12.4 показана фазовая плоскость некоторой системы второго порядка (n = 2) с нанесенными на ней линиями равного уровня функции Ляпунова



.





Рис.12.4. Иллюстрация второго метода Ляпунова

Это вложенные друг в друга всюду плотно замкнутые линии, с уменьшением ci стягивающиеся к началу координат. Для выбранной точки фазовой плоскости на рисунке показан вектор gradV(v). Через эту точку проходит единственная фазовая траектория (1), касательная к которой есть вектор скорости (dv1/dt, dv2/dt)Т. Если угол между этими векторами тупой, то фазовая траектория системы переходит от больших значений V к меньшим и с течением времени стремится к началу координат (точке равновесия).

Значение функции Ляпунова можно интерпретировать как некоторое обобщенное расстояние между состоянием системы и положением равновесия, устойчивость которого исследуется. Уменьшение этого расстояния вдоль любой фазовой траектории гарантирует устойчивость.


Изложенный метод базируется на достаточном условии устойчивости, т.е. его невыполнение не означает, что невозмущенное движение неустойчиво. Сказанное иллюстрируется на рис. 12.4 фазовой траекторией (2), для которой условия второго метода при выбранной функции V(v) не выполняются, хотя положение равновесия устойчиво.

12.4. Применение второго метода Ляпунова


Второй метод Ляпунова универсален, так как не связан с линеаризацией уравнений движения (12.4) и не накладывает особых ограничений на их правые части. Вместе с тем, применение второго метода Ляпунова в практике проектирования систем управления осложняется двумя обстоятельствами:

· отсутствие общих рекомендаций по выбору функций Ляпунова;

· достаточный характер утверждений, т.е. если условия не выполняются, то об устойчивости положения равновесия ничего сказать нельзя, можно только порекомендовать подобрать другую функцию 

.


Чаще всего в качестве функции  

 выбирают квадратичные формы



, 




(12. 7)

где H - положительно-определенная матрица. Выражение (12.7) для n = 2  раскрывается так:



.

Для установления положительной определенности матрицы H можно воспользоваться критерием Сильвестра, сводящемуся к проверке положительности диагональных определителей матрицы. Например, для n=2 условия запишутся так:



.


Недостатком формы (12.7) является то, что она не учитывает особенностей нелинейных систем.


Рассмотрим нелинейную систему расчетного вида (рис.9.13). Пусть СХ F(x) безынерционного НЭ удовлетворяет следующим условиям:

· однозначна и непрерывна;

· 


· 


т.е. график СХ проходит через начало координат и располагается в первом и третьем квадрантах. Для этого практически важного случая А. И. Лурье и В. Н. Постников предложили следующую форму функции Ляпунова (квадратичная форма плюс интеграл от нелинейности):



. 



(12.8 )


Пусть для примера ЛЧ системы (см. рис.9.13) имеет передаточную функцию



,

а НЭ удовлетворяет приведенным условиям. При отсутствии воздействия (f = 0) положению равновесия системы соответствует x = 0.


Дифференциальное уравнение системы первого порядка в форме Коши запишется так (примем 

):



. 






Выберем следующую функцию Ляпунова:



.                                             (12.9 )


Продифференцируем эту функцию по времени в силу дифференциального уравнения системы:



.

Получили отрицательно-определенную функцию W(x), что позволяет сделать  вывод об асимптотической устойчивости положения равновесия. Кроме того, замечаем, что функция (12.9) определена для всех x и при 

 имеем 

. Поэтому положение равновесия асимптотически устойчиво в целом. Наконец, обратим внимание на то, что полученный результат справедлив для целого класса нелинейных функций 

, удовлетворяющих введенным выше ограничениям.


Асимптотическую устойчивость в целом для класса нелинейностей  называют абсолютной устойчивостью. В рассмотренном примере системы первого порядка положение равновесия абсолютно устойчиво.

12.5. Частотный метод исследования абсолютной устойчивости


Рассмотрим нелинейную систему расчетной структуры (см. рис.9.13) с устойчивой ЛЧ. Положим, что НЭ имеет однозначную СХ, удовлетворяющую условиям:



        



 (12.10)

Это означает принадлежность СХ секторам в первом и третьем квадрантах (рис. 12.5), образованным осью абсцисс и прямой 

. Говорят, что НЭ принадлежит углу [0, k]. Это является основным признаком рассматриваемого  класса нелинейностей.





Рис. 12.5. Нелинейность в угле


При отсутствии воздействия система имеет единственное положение равновесия x = 0, устойчивость которого исследуется ниже.


12.5.1. Необходимое условие абсолютной устойчивости


Известна выдвинутая М. А. Айзерманом гипотеза о том, что если заменить НЭ линейным усилительным звеном



,

причем, линеаризованная таким образом система устойчива при всех 

 (как говорят, k ― гурвицев угол), то положение равновесия системы с любым НЭ, принадлежащим углу [0, k] будет абсолютно устойчивым. Однако оказалось, что гипотеза не имеет места, так как были найдены примеры (В. А. Плисс), когда положения равновесия систем, для которых выполняются условия гипотезы, не были устойчивы в целом. 


Очевидно, условия гипотезы являются необходимыми, поскольку линейные преобразования являются частным случаем нелинейных и принадлежат описанному выше классу (12.10). Необходимое условие абсолютной устойчивости легко проверить. Из теории линейных систем управления (см. 3.5) известно, что рассматриваемая система устойчива при любом значении усиления 

, если АФХ ЛЧ не пересекает луча 





на действительной отрицательной оси. 


12.5.2. Достаточное условие абсолютной устойчивости


Частотный критерий абсолютной устойчивости положения равновесия впервые был сформулирован В.-М.Поповым: для абсолютной устойчивости положения равновесия нелинейной системы с устойчивой ЛЧ достаточно существования действительного 

, для которого выполняется условие



, 


(12.12)

где k 
― угол абсолютной устойчивости. Формулировка критерия (12.12) допускает простую геометрическую интерпретацию. Представим АФХ ЛЧ в виде:



. 


(12.13)

После подстановки (12.13) в неравенство (12.12) и выделения действительной части получим условие абсолютной устойчивости в виде:



. 



(12.14)

Вводится понятие модифицированной АФХ ЛЧ



,

где



. 


(12.15)

Модифицированная АФХ отличается от обычной изменением значений мнимой части в 

 раз.


Подставив (12.15) в условие (12.14), получим достаточное условие абсолютной устойчивости для модифицированной АФХ ЛЧ системы:



. 




(12.16)

Введем в рассмотрение прямую Попова на плоскости модифицированной АФХ:




или



.

Прямая проходит через точку -1/k на действительной оси с наклоном 1/

. Когда выполняется условие (12.16), вся модифицированная АФХ 

 лежит правее прямой Попова.


Пусть для примера ЛЧ системы описывается типовым апериодическим звеном



.

Частотная характеристика ЛЧ определяется выражением



.

Мнимая часть модифицированной АФХ равна



.

Исключая 

 из выражений для 

и 

, получим уравнение модифицированной АФХ в виде отрезка прямой (рис. 12.6):



.

 Прямую Попова P при любом положительном значении 

можно провести даже через начало координат, что соответствует k ( (. Таким образом,  положение равновесия абсолютно устойчиво для всех НЭ с однозначной СХ, лежащей в угле [

) (т.е. в первом и третьем квадрантах). Такой же вывод был сделан ранее в результате решения этой задачи вторым методом Ляпунова.





Рис. 12.6. Пример исследования абсолютной устойчивости


Частотный критерий абсолютной устойчивости применим и к нелинейным системам, НЭ которых имеют неоднозначные СХ [  ]. Для случая НЭ с гистерезисом действительное число 

 в условии (12.12) при этом должно быть неотрицательным (

 ( 0), а в случае НЭ с опережением  в условии (12.12) принимается 

 ( 0.


Обратим внимание на достаточный характер критерия абсолютной устойчивости в частотной форме. При исследовании нелинейных систем могут быть три ситуации. Во-первых, не выполняется необходимое условие абсолютной устойчивости (рис. 12.7, а) ― обычная АФХ ЛЧ пересекает луч 

. Во-вторых, модифицированная АФХ лежит правее прямой Попова (рис. 12.7, б) ― положение равновесия абсолютно устойчиво. В-третьих, выполняется необходимое условие, но не выполняется достаточное (рис. 12.7, в) ― нельзя провести прямую Попова. Здесь об устойчивости положения равновесия ничего сказать нельзя.










                            а                                           б                                          в

Рис. 12.7. Ситуации исследования абсолютной устойчивости 

12.5.3. Круговой критерий


Пусть НЭ имеет нестационарную характеристику



,

принадлежащую сектору 

 для всех t (рис. 12.8), т.е. удовлетворяющую условиям:



.


Положение равновесия нелинейной системы с нестационарным НЭ абсолютно устойчиво, если АФХ устойчивой ЛЧ не охватывает точек круга с центром на действительной оси, показанного на рис. 12.9.

	


	



	Рис. 12.8. Нестационарные НЭ в угле
	Рис. 12.9. Иллюстрация кругового критерия



Следует обратить внимание на то, что круговой критерий формулируется для обычных (не модифицированных) АФХ ЛЧ. Обратим также внимание на то, что при 

, т.е. “выпрямлении” СХ НЭ круговой критерий совпадает с критерием Найквиста.


Частотный метод исследования абсолютной устойчивости весьма удобен не только для анализа, но и для синтеза нелинейных систем. В частности, для заданной ЛЧ легко определить максимальный угол  

 сектора, которому должны принадлежать СХ НЭ систем с абсолютно устойчивым положением равновесия.

.
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