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ПРЕДИСЛОВИЕ

Вузовские курсы теории автоматического управления завершаются изложением методов синтеза, интегрирующих знания студентов о принципах управления, математических моделях объектов и элементов систем, о качестве процессов управления и методах анализа. Задания на курсовое проектирование обычно ориентируются на синтез следящих систем или/и систем подавления возмущений. Вместе с тем, задачи стабилизации объектов, хотя исторически возникли первыми, и  по сей день занимают исключительно важное место в теории и практике автоматического управления. Предлагаемое учебное пособие дает ряд примеров синтеза систем стабилизации неустойчивых объектов, как методами пространства состояний, так и традиционными методами.

Задача стабилизации верхнего неустойчивого положения равновесия маятника относится к числу классических задач механики и теории управления. Многозвенные перевернутые маятники служат примерами шагающих роботов, ракет на старте, нескольких барж, которых толкает буксир и т. д. и т. п. Невозможно перечислить работы, посвященные этой тематике (см., например, [3, 9, 12, 13, 16, 18, 24, 25, 26, 32, 33, 34, 36, 39, 42, 43, 44]). Особый интерес представляют те из них, в которых число управляющих воздействий меньше числа степеней свободы [49]. Популярность механических объектов связана с их наглядностью и относительной простотой построения математических моделей на базе законов движения Ньютона и формализма Лагранжа. 
Динамические модели перевернутых маятников используются при сравнении методов синтеза алгоритмов автоматической стабилизации. Приводятся примеры синтеза систем стабилизации подобными объектами как классическими, так и современными методами, а также способы стабилизации, когда алгоритмы принятия решений реализуются на базе нейронных сетей (см., например, [29, 30, 32, 34, 35, 40, 46]) или являются экспертными, основанными на нечетких множествах [31, 35, 41, 44]. Ряд фирм предлагает лабораторные макеты систем компьютерного управления механическими объектами упомянутого выше типа.
Огромное количество публикаций посвящено анализу, компьютерному моделированию и синтезу систем управления механическими объектами в программной среде MATLAB фирмы The MathWorks, Inc. [34, 41, 51].
В методических указаниях даны краткие сведения по классическим и современным методам синтеза систем автоматической стабилизации, а также приводятся примеры анализа и синтеза в программной среде MATLAB/Simulink. 
Предполагается, что Читатель знаком с основами теории управления, а также имеет начальную практику работы в среде MATLAB. 
Материал методических указаний основан на  многолетнем опыте проведения занятий по курсовому проектированию на кафедре Автоматики и процессов управления СПбГЭТУ “ЛЭТИ” и в Институте Автоматики и информатики Политехники г. Ополе (Польша). 

Предлагаемое учебное пособие может быть полезным преподавателям при составлении заданий на курсовое проектирование по дисциплинам “Теория автоматического управления”, “Основы теории управления”, а также студентам как помощь при их выполнении. 
1. ЗАДАЧИ И МЕТОДЫ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ
1.1. Задачи теории управления


Основными задачами теории являются анализ и синтез систем управления с целью выявления и формирования свойств поведения: устойчивости движений, инвариантности к возмущениям и робастности (грубости, малой чувствительности) к изменениям свойств элементов. 

Анализ имеет целью констатацию и количественную оценку свойств  систем. В общем случае к задаче анализа относится объяснение, почему система, образованная элементами с известными характеристики и данным способом их взаимосвязи, обладает именно такими свойствами. 

Синтез означает формирование желаемого (заданного, оптимального) поведения систем управления. Синтез включает выбор множества элементов, их характеристик и параметров, а также структуры взаимодействия элементов. Синтез является задачей, обратной по отношению к анализу. 

Построение моделей сигналов, объектов и систем управления также относится к задачам теории управления и смежных с ней дисциплин. Решение задач анализа и синтеза на реальных объектах возможно в редких случаях. Как правило, это требует много времени, дорого, опасно и не всегда осуществимо. Действительно, управляемый процесс может быть очень длительным (печи и другие тепловые объекты), эксперименты — дорогими (запуск космических ракет) и опасными (ядерные реакторы). Кроме того, современные объекты управления, как правило, проектируются вместе с системами управления. 

Теория управления имеет дело с математическими (символьными) моделями. Математические модели позволяют решать задачи анализа и синтеза аналитически (расчетным путем), а также являются основным этапом построения компьютерных моделей для численного решения задач, в частности, для имитации поведения систем управления. 
Более общей по сравнению с синтезом является задача проектирования систем управления. Хотя требования к поведению систем управления являются доминирующими, при проектировании необходимо удовлетворять и другим условиям и ограничениям, содержащимся в технических заданиях. Это требования надежности систем, их приемлемой стоимости, условия энергетического характера, ограничения, связанные с типом сигналов, массой и габаритами систем, компоновкой элементов и трассировкой связей и т.д. Для расчетов систем по таким требованиям привлекаются соответствующие модели и методы, отличные от рассматриваемых в традиционных курсах теории управления. 
Для решения задач анализа — проверки соответствия поведения системы требованиям — необходимо иметь описание системы 
[image: image1.wmf]S

, среды 
[image: image2.wmf]F

 и требований 
[image: image3.wmf]Y

. Если система не удовлетворяет требованиям, то принимается решение о необходимости синтеза. Анализ условно иллюстрируется на рис. 1.1, а, где блок Y затемнен, что означает необходимость выяснения того, удовлетворены ли требования к процессам достижения цели системы. 
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Рис. 1.1. Иллюстрация задач теории управления: анализ (а); синтез управлений (б);

синтез системы (в)
Целью синтеза является построение математической модели системы управления, удовлетворяющей требованиям к поведению: ковариантности с заданием, инвариантности к возмущениям, устойчивости и грубости (робастности).

Синтез управлений означает поиск воздействий 
[image: image5.wmf]f

 на систему 
[image: image6.wmf]S

 с известными свойствами из условия получения заданных характеристик ее реакции 
[image: image7.wmf]y

 (см. рис.1.1, б). Постановка задачи синтеза должна содержать описание требований к поведению, т. е. задания  модели среды на выходе системы 
[image: image8.wmf]Y

. 

Синтез системы, взаимодействующей со средой,  предполагает выбор элементов и связей таким образом, чтобы система 
[image: image9.wmf]S

 требуемым образом  реагировала на известное воздействие 
[image: image10.wmf]f

 (см. рис. 1.1, в). Средствами решения задачи синтеза являются: выбор структур систем, т. е. элементов и топологии причинно-следственных связей между ними, структур операторов элементов, в частности, алгоритмов управляющих устройств и значений их параметров. 

Заметим, что задача идентификации объектов и синтеза системы имеют подобную иллюстрацию. 

Удовлетворению требований к поведению систем обычно препятствуют динамические свойства объектов управления и других элементов неизменяемой части, недоступность полной априорной информации о свойствах элементов системы и среды, невозможность получения всей текущей информации о состоянии объекта и возмущениях, ограничения на переменные системы и управляющие воздействия.

1.2. Общая схема построения моделей 
объектов и систем управления

Попытки формализации исследований и систематизации знаний о вновь создаваемых объектах и системах относятся к этапу системного анализа. Исследование объектов и систем управления начинается с их обособления, выделения из окружающей среды, что, вообще говоря, приводит к искажению изучаемых процессов, так как в природе все явления в той или иной степени взаимосвязаны и взаимообусловлены. На рис. 1.2 иллюстрируется упрощенная схема построения моделей объектов управления. 
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Рис. 1.2. Схема построения моделей систем управления
Рассмотрение взаимодействия системы со средой начинается с выделения собственно системы S , а также ее связей со средой, т. е. определения переменных входа f и выхода y (рис. 1.3, а). Следующий этап заключается в разрывании предположительно слабых обратных связей с выхода системы на ее вход. 
Система 
[image: image12.wmf]S

 оказывается звеном в искусственно разорванной цепи причинно-следственных отношений “среда-система-среда”. В результате среда разделяется на две части — “источник” 
[image: image13.wmf]F

 и “приемник” 
[image: image14.wmf]Y

 сигналов. 

В теории и расчетной практике объектами исследований оказываются модели собственно систем 

, модели систем со связями со средой 

 и модели расширенных систем 

(см. рис. 1.3, б) [7, 8]. Модели 

 содержат информацию о свойствах свободных движений систем, 

 — о свойствах каналов передач от входов к выходам, а модели 

 привлекаются для изучения вынужденных движений переменных выхода y(t) при адекватных моделях воздействий f(t). 


[image: image15.wmf] 

 

f

 

f

 

y

 

y

 

Система

 

S

 

Среда

 

F

 

Y

 

a

 

M

 

F

 

M

 

S

F

 

M

 

S

 

M

 

Y

S

 

M

 

RS

 

M

 

YSF

 

б

 


Рис. 1.3. Взаимодействие системы со средой

Анализ собственно систем 
[image: image16.wmf]S

 (автономных систем с неизменными во времени свойствами, т. е. систем, не испытывающих воздействия среды) проводится при заданном начальном состоянии. Начальное состояние автономной системы является следствием исчезнувших воздействий среды. Сигналы на выходах автономных систем (источников или генераторов сигналов) являются результатом процессов, происходящих в них в силу накопленной ранее энергии (ресурсов). 

При анализе системы 
[image: image17.wmf]YSF

 и расширенной системы 
[image: image18.wmf]RS

 (см. рис. 1.3, б) определяют качественные и количественные характеристики каналов передач воздействий и реакции выхода 
[image: image19.wmf]y

на конкретные сигналы входа 
[image: image20.wmf]f

.
В зависимости от характера и объема априорной информации об объекте исследования выделяют два способа построения моделей систем управления в формах, принятых в теории управления: 1 — аналитический; 2 — экспериментальный.

Аналитический способ применяется для построения моделей объектов хорошо изученной природы. В этом случае имеется вся необходимая информация о свойствах объекта, но она представлена в другой форме. В результате идеализации физических объектов появляются структурные модели в виде схем с сосредоточенными компонентами (см. рис. 1.2).  Типичными представителями физических систем, допускающих такое представление, являются электрические и механические объекты. Подобные схемы являются символьными моделями, в которых информация об интересующих свойствах объекта представлена с использованием графических образов, отражающих физическую природу явлений, устройство и параметры объектов.

Методы теории управления абстрагируются от конкретной природы объектов и оперируют еще более общими — математическими (также символьными) моделями.

Аналитический способ моделирования складывается из этапа построения схемы объекта и ее дальнейшего преобразования в математическое описание требуемой формы (см. рис. 1.2). При этом принципиальные проблемы моделирования решаются на первом — неформальном этапе. Второй этап при этом оказывается процедурой преобразования форм представления моделей. Это позволяет разработать различные компьютерные программы, позволяющие автоматизировать составление уравнений по схемам.

Если свойства объекта познаны в недостаточной степени, либо происходящие явления слишком сложны для аналитического описания, для построения математических моделей реально существующих объектов применяется экспериментальный способ. Этот способ заключается в активных экспериментах над объектом или в пассивной регистрации его поведения в режиме нормальной эксплуатации. В результате обработки данных наблюдений получают модели в требуемой форме (см. рис. 1.2). Совокупность этих операций объединяется термином идентификация объекта. 

Особенностью математических моделей систем управления является то, что они не только содержат априорную информацию о динамических свойствах, необходимую для изучения поведения системы в целом, но также отражают процессы получения и обработки текущей информации о цели системы, состоянии объекта и воздействиях среды для принятия решения по оказанию на объект надлежащего управляющего воздействия. При построении моделей систем управления и выборе форм их представления учитываются не только динамические, но и информационные, а также алгоритмические аспекты проблемы. Поскольку модели элементов и систем являются основным материалом в задачах анализа и синтеза (исходными данными и результатами), то им и алгоритмам их преобразования в теории управления отводят важное место.

1.3. Формы представления линейных стационарных моделей

Рассмотрим различные формы представления конечномерных линейных непрерывных стационарных детерминированных моделей систем управления. Отметим, что в англоязычной технической литературе линейные стационарные модели, как непрерывные, так и дискретные, принято обозначать аббревиатурой LTI — Linear Time-Invariant. 

1.3.1. Непрерывные модели


Если все сигналы в системе непрерывны по уровню и во времени, то имеют место непрерывные (аналоговые) системы. Математическими моделями генераторов непрерывных сигналов являются однородные (без правых частей) дифференциальные уравнения, а фильтров (преобразователей) —  неоднородные дифференциальные уравнения.

Основными формами представления операторов преобразования непрерывных переменных f(t) в переменные y(t) являются: дифференциальные уравнения и передаточные функции. 

Обыкновенное линейное дифференциальное уравнение n-го порядка с постоянными коэффициентами обычно записывается так:

	

.
	(1.1)


Если ввести символ оператора дифференцирования по времени
	


	


то уравнение (1.1) запишется в компактном виде

	


	(1.2)


где: 

; 

 — операторные полиномы с постоянными коэффициентами. Дифференциальное уравнение дополняется начальными условиями 


Передаточная функция по определению равна отношению изображений по Лапласу переменных выхода и входа при нулевых начальных условиях
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где s — комплексный аргумент. Преобразуя дифференциальное уравнение (1.1) при нулевых начальных условиях, получаем алгебраическое уравнение для изображений




Отсюда следует, что передаточная функция легко записывается по дифференциальному уравнению

	


	(1.3)


и, наоборот, по передаточной функции немедленно записывается дифференциальное уравнение.

Передаточную функцию можно задать коэффициентом и множествами нулей (корней полинома числителя) 

, и полюсов (корней полинома знаменателя) 

, передаточной функции (1.3)
	


	(1.4)


В отличие от полиномиальной формы (1.3), форму (1.4) задания передаточных функций называют факторизованной. 

Кодирование информации о дифференциальных уравнениях или передаточных функциях в среде MATLAB не различается и сводится к перечислению коэффициентов полиномов в порядке убывания степени аргумента. Например, для ввода передаточной функции
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достаточно перечислить коэффициенты числителя и знаменателя передаточной функции (соответственно — коэффициенты операторных полиномов в правой и левой частях дифференциального уравнения):
>>num=1; 

>>den=[1 3 2]; 
Можно также декларировать имя вводимого объекта и форму представления модели:

>>plant=tf(1,[1 3 2]);



Система дифференциальных уравнений первого порядка в так называемой форме пространства состояний (стандартизованной вектoрно-матричной форме Коши) записывается следующим образом:

	


	(1.5)


где f — P-мерный вектор входа; y — K-мерный вектор выхода; A — матрица состояний; B — матрица входа;  C - матрица выхода; D — матрица обхода соответствующих размеров. Первую векторно-матричную строку в системе уравнений (1.5) называют уравнениями состояний, а вторую — уравнениями выхода.

Для ввода модели второго порядка в матричной форме (1.5) в рабочее пространство MATLAB следует описать четверку матриц, например:

>>A=[0 1;-3 -2];

>>B=[0 1]’; % знак (‘) означает транспонирование матрицы
>>C=[1 0];

>>D=0;
Можно также декларировать имя вводимого объекта и форму представления модели:

>>plant=ss([0 1;-3 -2],[0 1]’,[1 0],0); 

В приведенных командах приняты следующие сокращения англоязычных терминов:  num: numerator — числитель; den: denominator — знаменатель; tf: transfer function — передаточная функция; ss: state-space — пространство состояний. 

Временные характеристики являются одной из форм представления оператора преобразования переменной f(t) в переменную y(t). Переходная характеристика h(t) — реакция системы на единичную ступенчатую функцию 1(t) при нулевых начальных условиях строится по команде

>> step(plant) 

Частотные характеристики элементов и систем представляют собой зависимость параметров установившихся реакций на гармонические сигналы всех частот и единичных амплитуд. В линейных системах форма и частота установившейся реакции совпадают с входом. Комплексная частотная характеристика W(j() дает возможность определить амплитуду R(() и фазу ((() гармонического сигнала на выходе системы по значению частоты:

	
[image: image23.wmf],

)

(

)

(

)

(

w

j

w

w

j

e

R

j

W

=


	


где R(() = modW(j() и ((() = argW(j() — амплитудная и фазовая частотные характеристики. 

Амплитудно-частотные характеристики удобно представлять в логарифмическом масштабе:




Если частота изменяется в логарифмическом масштабе, то логарифмические амплитудно-частотные характеристики (ЛАЧХ) во многих практически важных случаях мало отличаются от прямолинейных асимптот с наклонами, кратными 20 дБ/дек. Диаграмма Боде или ЛАЧХ строится по команде

>> bode(plant)

Хотя любая из форм представления операторов может быть принята за основу задания динамических свойств систем, в конкретных исследованиях та или иная форма оказывается более рациональной или предпочтительней. Возникает необходимость перехода от одной формы к другой. Программа MATLAB/Control System Toolbox  содержит богатый набор команд преобразования форм представления моделей. 
1.3.2. Дискретные модели


Системы, генерирующие и преобразующие сигналы дискретного времени, т. е. числовые последовательности, описываются математическими моделями в форме разностных уравнений. 
Однородное (без правой части) линейное разностное уравнение с постоянными коэффициентами обычно записывают так:
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; k = 0, 1, 2, … .         (1.6)
Для удобства дискретный аргумент записан как нижний индекс. 
Введем в рассмотрение так называемый оператор сдвига 
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, и т. д. Оператор сдвига позволяет записать разностное уравнение (1.6) в компактной форме:
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где операторный полином
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Неоднородное (с правой частью) разностное уравнение описывает преобразование последовательностей, т.е. систему с входным воздействием:
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где операторный полином при воздействии
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Система разностных уравнений в векторно-матричной форме пространства состояний записывается так:
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где: v — n-мерный вектор состояния; 
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— начальное состояние; y, f  — cкалярные выход и
[image: image33.wmf]вход (для одномерных систем);
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 — матрицы соответствующих размеров. 


Дискретная передаточная функция системы равна отношению 
[image: image35.wmf]Z

-изображений выхода 
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 к входу 
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 при нулевых начальных условиях:
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где z — комплексный аргумент. 

Если имеем разностное уравнение 
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- го порядка (1.7), то в результате 
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-преобразования при нулевых начальных условиях получим:
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Отношение изображений оказывается равным отношению полиномов:
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Таким образом, как и в случае дифференциальных уравнений, по разностному уравнению в операторной форме сразу записывается дискретная передаточная функция путем формальной замены символа оператора сдвига 
[image: image43.wmf]q

на комплексный аргумент 
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. Собственный операторный полином 
[image: image45.wmf]A

оказывается знаменателем, а оператор при воздействии 
[image: image46.wmf]B

— числителем передаточной функции.

Как легко заметить, разностные уравнения и дискретные передаточные функции “напоминают” дифференциальные уравнения и непрерывные передаточные функции; во многих случаях совпадает не только терминология, но также методы, алгоритмы и программы вычислений. 
Ввод дискретных моделей класса LTI в рабочее пространство MATLAB не отличается от кодировки непрерывных моделей.
1.4. Классические методы синтеза систем управления 

Традиционно используются для синтеза систем с одним входом и одним выходом (англоязычная аббревиатура SISO — Single-Input-Single Output). Они оперируют моделями в форме дифференциальных уравнений, передаточных функций, частотных характеристик и корневых годографов. 

В предлагаемом учебном пособии рассматриваются задачи стабилизации неустойчивых состояний механических модельных объектов классическими методами. Применение развитых компьютерных программ анализа, синтез и имитации существенно усиливает возможности классических методов, устраняет некоторые присущие им недостатки, в полной мере сохраняя их достоинства.

Пусть анализ модели объекта выявил, что состояние равновесия неустойчиво. Математически этот факт выражается в том, что характеристический полином (матрица состояния) дифференциального уравнения имеет корни (собственные значения) с положительными действительными частями. В случае разностных уравнений условием устойчивости является принадлежность корней единичному кругу. Если корни имеют модули более единицы, то ставится задача стабилизации неустойчивого режима дискретной системы.  
Необходимым условием изменения корней характеристического полинома является образование контура, содержащего объект управления. Кроме того, передаточная функция объекта по выбранному каналу вход-выход должна быть полной, ее числитель и знаменатель должны быть взаимно простыми, и не иметь нулей, равных перемещаемым полюсам (так называемых, диполей). Используя современную терминологию, можно сказать, что условием разрешимости задачи синтеза является управляемость и наблюдаемость объекта. В противном случае никакая обратная связь не сможет переместить корни неполной части.

В зависимости от формы представления модели объекта и требований к собственным движениям системы могут быть применены различные методы синтеза.

1.4.1. Операторный метод 
Допустим, что требования к системе представлены в форме желаемого множества корней характеристического полинома. Необходимо найти алгоритм регулятора, размещающего корни в назначенных местах комплексной плоскости. Корни характеристического полинома 
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— это полюсы передаточной функции системы; по этой причине иногда говорят о задаче размещения полюсов. Поскольку корням 
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 соответствуют составляющие собственных движений 
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exp{

t

p

i

 — так называемые моды — то задачу размещения корней иногда называют управлением модами или модальным управлением.

Запишем дифференциальное уравнение объекта в операторной форме
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Положим, что степень 
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 полинома 
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 выше степени 
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. Кроме того, положим, что полиномы 
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 взаимно просты, т. е. описание вход-выход объекта (1.9) является полным. Для системы с одним входом и одним выходом полнота равносильна полной управляемости и наблюдаемости. Без потери общности примем, что коэффициент при старшей степени полинома 
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 равен единице.

Искомое дифференциальное уравнение стабилизирующей отрицательной обратной связи (регулятора) также запишем в общем виде в операторной форме
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Однородное дифференциальное уравнение замкнутой системы получим, если исключим переменную 
[image: image59.wmf])

(

t

u

 из уравнений (1.9) и (1.10):
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Потребуем тождества характеристического полинома 
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построенному по заданным корням 
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Из тождества (1.13) необходимо найти операторные полиномы регулятора 
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. Это значит, что следует искать структуру регулятора — степени 
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, а также параметры регулятора — коэффициенты полиномов:
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Полиномиальные уравнения вида (1.13) называют диофантовыми, так как полиномы, как и целые числа, образуют кольцо — алгебраическую структуру с операциями сложения, вычитания и умножения (без деления).

Для конкретизации структуры регулятора воспользуемся условием реализуемости регулятора:
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для упрощения задачи примем степени равными: 
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. Тогда число неизвестных параметров регулятора равно 
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Из условия равенства коэффициентов полиномов
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 и 
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 имеем систему уравнений для определения коэффициентов полиномов 
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Степень полинома 
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 равна сумме степеней полиномов 
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, т. е. порядок системы равен сумме порядков объекта и регулятора. Такой же должна быть и степень желаемого характеристического полинома 
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. В силу того, что полиномы 
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 имеют единичные старшие коэффициенты, а степень полинома 
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 меньше степени полинома 
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, старший коэффициент полинома 
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 также равен единице. Как видно из (1.12), полином 
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 имеет единичный старший коэффициент. Таким образом, из тождества (1.13) следует 
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 уравнений.

Число неизвестных параметров должно равняться числу уравнений:
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откуда получим порядок регулятора:
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Порядок системы равен
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таково же и число неизвестных параметров регулятора.

Далее записывается система уравнений относительно искомых параметров. Матрица системы формируется из коэффициентов полиномов 
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; она оказывается так называемой матрицей Сильвестра (Sylvester). Ее определитель — результант полиномов 
[image: image93.wmf]A
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 и 
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 — отличен от нуля, если полиномы взаимно просты. Таким образом, задача размещения корней разрешима, если характеристика вход-выход объекта является полной.

Подбором полиномов 
[image: image95.wmf]B
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 и 
[image: image96.wmf]A
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 можно получить любой желаемый характеристический полином системы и даже добиться понижения степени за счет взаимного уничтожения старших коэффициентов. При этом часть корней полинома уходит в бесконечность. Поскольку неточная компенсация может дать полиномы с малыми отрицательными коэффициентами, то часть корней переходит в правую полуплоскость. Системы, полученные таким образом, оказываются негрубыми — при малейшей неточности в реализации регулятора или несоответствии объекта модели система будет катастрофически неустойчивой — характеристический полином  
[image: image97.wmf]A
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 будет иметь большие по модулю правые корни. 
Примеры синтеза операторным методом приводятся далее.

1.4.2. Частотные методы

Классические графоаналитические методики на базе логарифмических частотных характеристик, были развиты применительно к синтезу сервомеханизмов — электромеханических следящих систем. Методики, использующие амплитудно-фазовые характеристики на комплексной плоскости, преимущественно ориентированы на расчет настроек типовых регуляторов промышленного назначения. 

Пусть модель синтезируемой системы представлена в виде одноконтурной системы с единичной отрицательной обратной связью. Передаточная функция 
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 описывает динамические свойства неизменяемой (силовой) части системы — собственно объекта управления с управляющим органом, исполнительного механизма и усилителей. Сюда же отнесем измерительные и преобразовательные элементы. 
Характеристический полином замкнутой системы равен сумме
	
[image: image99.wmf])

(

)

(

)

(

0

0

s

B

s

A

s

A

+

=

c
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полиномов знаменателя и числителя передаточной функции разомкнутой системы

Не все корни характеристического полинома при замыкании контура перемещаются в одинаковой степени. Это зависит от усиления контура, т.е. значения амплитудно-частотной характеристики 
[image: image100.wmf])

(

0

w

j

W

 на частотах, равных модулям корней. Усиление контура на конкретной частоте зависит как от коэффициента передачи, так и от взаимного расположения нулей и полюсов. Практически 
[image: image101.wmf],

1

)

(

0

>>

w

j

W

 если 
[image: image102.wmf]16

)

(

0

>

w

L

дБ, 
[image: image103.wmf],

1

)

(

0

<<

w

j

W

 если 
[image: image104.wmf]16

)

(

0

-

<

w

L

дБ.

Укажем на некоторые приближенные соотношения между корнями характеристического полинома (1.16) замкнутой системы 
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 и нулями и полюсами передаточной функции 
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, вытекающие из рассмотрения логарифмических амплитудно-частотных характеристик 
[image: image107.wmf])
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. Корни характеристического полинома замкнутой системы приближенно равны нулям передаточной функции разомкнутой системы, модули которых принадлежат множеству частот, где амплитудно-частотная характеристика разомкнутого контура много больше единицы. Корни характеристического полинома замкнутой системы приближенно равны полюсам передаточной функции разомкнутой системы, модули которых принадлежат множеству частот, где амплитудно-частотная характеристика разомкнутого контура много меньше единицы. Это и понятно, на этих частотах контур фактически разомкнут. 

Взаимосвязь корней характеристического полинома замкнутой системы  (1.16) с коэффициентом передачи, полюсами и нулями передаточной функции разомкнутого контура особенно удобно исследовать по асимптотическим ЛАЧХ. Точкам сопряжения асимптот соответствуют модули нулей и полюсов передаточной функции разомкнутой системы.

Синтез системы стабилизации начинается с анализа ЛАЧХ объекта (разомкнутой системы) на диапазоне частот 
[image: image108.wmf]н
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, которому относятся  модули перемещаемых корней. Если необходимо, то усиление следует повысить для обеспечения подвижности корней. Повышение усиления контура на частотах 
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 приводит к сильному перемещению тех полюсов передаточной функции 
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, модули которых лежат в области 
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. Исключение составляют диполи. Если в области 
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 нет нулей передаточной функции 
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, то корни характеристического полинома замкнутой системы 
[image: image114.wmf])
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 будут большими по модулю, чем относительно низкие частоты диапазона 
[image: image115.wmf]н
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После этого переходят к этапу коррекции — формирования характеристики контура из условия устойчивости замкнутой системы и желаемого расположения корней.  
В области высоких частот 
[image: image116.wmf]в
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 контур должен иметь малое усиление. Это способствует подавлению высокочастотных помех и обеспечивает невмешательство в область, где модель не адекватна описываемым элементам и объекту (область немоделируемой динамики). Малое усиление контура в области высоких частот приводит к тому, что характеристический полином замкнутой системы будет иметь корни, близкие к большим по модулю полюсам передаточной функции 
[image: image117.wmf])
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. Желаемая передаточная функция обычно содержит большие по модулю устойчивые полюсы исходной передаточной функции. Нули передаточной функции объекта, модули которых принадлежат области малого усиления на высоких частотах, не влияют на корни характеристического полинома замкнутой системы. 
Таким образом, формирование желаемой передаточной функции сводится к выбору средних по модулю полюсов и нулей. Именно они определяют желаемые корни характеристического полинома и, в основном, вид переходных процессов. В области средних частот усиления контура близки к единице, а ЛАЧХ пересекает ось абсцисс. Типовому расположению корней характеристического полинома 
[image: image118.wmf])
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 замкнутой системы отвечает типовое соотношение усиления, нулей и полюсов передаточной функции 
[image: image119.wmf])
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, а следовательно, типовой вид среднечастотного участка ЛАЧХ 
[image: image120.wmf])
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. Им отвечают типовые асимптотические ЛАЧХ, изображенные на рис. 1.4. Все ЛАЧХ образуются тремя отрезками прямых, имеющих наклоны: -40, -20, -40 дБ/дек; -40, -20, -60 дБ/дек; -60, -20, -40 дБ/дек; -60, -20, -60 дБ/дек.

Средняя асимптота  имеет наклон -20 дБ/дек, а левая и правая — различные наклоны, определяемые числом сильно перемещаемых малых по модулю полюсов и слабо перемещаемых больших по модулю полюсов передаточной функции разомкнутой системы.

Типовые ЛАЧХ характеризуются частотой среза 

 и двумя параметрами 

 и 

. Они выбираются таким образом, что, безусловно, обеспечивают устойчивость замкнутой системы и достаточное относительное затухание переходных процессов. Частота среза определяет масштаб на плоскости корней — среднегеометрическое корней, имеющих типовое расположение. Чем больше 

, тем больше модули корней и тем более быстродействующей является система. В зависимости от соотношения параметров

, 

, может быть различным тип расположения корней характеристического полинома замкнутой системы.




Рис. 1.4. Типовые асимптотические ЛАЧХ
Разработаны различные методики выбора типа и параметров среднечастотного участка желаемых асимптотических ЛАЧХ, его “стыковки” с низкочастотным и высокочастотным участками, т. е. формирования желаемой передаточной функции разомкнутого контура. 
Если ставится задача формирования свободных движений, то среднечастотная область желаемых ЛАЧХ формируется по методике, базирующейся на специальных диаграммах связи корней характеристического полинома замкнутой системы с нулями и полюсами передаточной функции разомкнутой системы [8]. 

В условиях применения программных средств для автоматизации синтеза систем управления роль диаграмм снижается, и, быть может, сводится к выбору по ним начальных значений параметров. Далее в режиме оперативного взаимодействия с компьютером эти параметры уточняются.

Коррекция контура сводится к дополнению передаточной функции объекта вновь вводимыми нулями и полюсами так, чтобы получить ЛАЧХ типового вида и параметров. 

Достоинство частотного метода заключается в учете собственных свойств объекта, как это следует из процедуры формирования желаемой ЛАЧХ. Естественным образом выбирается область существенных частот, как правило, путем минимального вмешательства в динамику объекта. Хотя частотные методы имеют ряд ограничений, в условиях применения современных программных средств могут успешно решать большинство задач стабилизации неустойчивых режимов объектов различной природы. 

Целесообразно воспользоваться весьма развитыми средствами MATLAB/SISO Design Tool, позволяющими автоматизировать синтез и коррекцию систем в частотной области. Можно рекомендовать программу CLASSiC, разработанную специально для анализа и структурного синтеза линейных систем на кафедре Автоматики и процессов управления СПбГЭТУ «ЛЭТИ» [1, 20]. 
Примеры синтеза систем стабилизации частотным методом приводятся далее. 
1.5. Методы пространства состояний 

1.5.1. Размещение собственных значений матриц

Пусть объект описан дифференциальными уравнениями в форме пространства состояний

	

.
	(1.17)


Анализ выявил, что среди собственных значений матрицы A есть правые и/или сильно колебательные. Следовательно, такие собственные значения необходимо переместить.

В предположении, что измеряются все переменные состояния, скалярное управляющее воздействие формируется как их линейная функция:

	

,
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где K — матрица-строка. Соответствующее управляющее устройство имеет предопределенную структуру; оно безынерционно, следовательно, не повышает порядка системы. Здесь решается задача параметрического синтеза — определения значений элементов матрицы обратной связи по состоянию K .

Дифференциальные уравнения системы получаются в результате подстановки выражения (1.18) в уравнение (1.17):
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Матрица замкнутой системы 

 должна иметь заданные собственные значения 

. Сформируем желаемую сопровождающую матрицу:



,

в которой элементами последней строки являются коэффициенты желаемого характеристического полинома (1.12) с обратными знаками.

Пусть объект полностью управляем; примем, что уравнение (1.17) записано в управляемом каноническом базисе — матрица A имеет форму Фробениуса, а матрица-столбец B состоит из нулей кроме единицы в последней строке




Тогда матрица системы также имеет форму Фробениуса


.

Искомые коэффициенты регулятора легко находятся из равенства матриц 

 и 

:
	 

.
	(1.20)


В случае обратной связи по состоянию порядок системы совпадает с порядком объекта. Но это не говорит о простоте технического решения задачи стабилизации — измерение переменных состояния часто является проблемой.

Произвол в выборе желаемых корней и простота определения значений коэффициентов обратных связей по соотношениям (1.20) может привести к неверному выводу о том, что в замкнутой системе можно добиться любого качества процессов управления. В рамках линейных математических моделей это, разумеется, так. Однако линейные модели адекватны реальным системам только для малых отклонений переменных состояния и управления и ограниченных диапазонов частот. Стремление к быстрому затуханию процессов — выбор больших по модулю желаемых корней, т. е. увеличение степени устойчивости (быстродействия), приводит к тому, что некоторые из переменных состояния и переменная управления за время процесса изменяются с большой скоростью и принимают очень большие значения. Для объяснения быстрых движений исходные модели оказываются не вполне адекватными системе — в них не учтены малые инерционности объекта, измерителей, исполнительных механизмов, ставшие теперь существенными. Поэтому при назначении желаемых собственных значений матрицы системы следует ориентироваться на границы области адекватности 

. Кроме того, необходим анализ процессов в синтезированной системе при типовых и других начальных условиях с целью проверки допустимости отклонений переменных состояния 

 и управления 

. 
Проблема выбора желаемых корней — это и есть основная проблема синтеза в описанной методике. Она должна решаться с учетом комплекса условий. При значительной априорной неопределенности о поведении объекта и системы задача решается путем итераций, и, по существу, результатом синтеза одновременно являются коэффициенты обратных связей и окончательно установленные желаемые корни.

1.5.2. Аналитическое конструирование регуляторов
Требования устойчивости и качества процессов можно описывать в неявной форме как экстремали тех или иных функционалов. Наиболее часто применяют интегральные квадратичные функционалы. В случае, когда объект описан в форме пространства состояний, интегральный квадратичный функционал записывается в виде

	

,
	(1.21)


где: v — вектор состояния; u — скалярное управление; Q — неотрицательно-определенная весовая матрица; r — весовой коэффициент. Безусловная экстремаль 

 функционала (1.21) отвечает желаемому поведению и зависит от выбора весовых коэффициентов. Дополнение функционала членом 

 означает косвенное ограничение энергии управления.

Задачей синтеза является определение матрицы коэффициентов обратной связи по состоянию K, доставляющей минимум функционалу (1.21). Минимизация (1.21) при динамических ограничениях в виде дифференциальных уравнений объекта (1.17) дает условную экстремаль.

Матрица K коэффициентов обратных связей находится из соотношения



,

где матрица 

 является решением нелинейного матричного уравнения Риккати (Riccati)

	

.
	(1.22)


Уравнения такого вида решаются численно. 

1.5.3. Синтез наблюдателя состояния 

При построении регуляторов предполагалось, что все переменные состояния объекта управления могут быть измерены непосредственно. Однако, как правило, измеряются только переменные выхода, число которых меньше порядка модели объекта. Уравнения состояния (1.17) в этом случае дополняются уравнением выхода:

	


	(1.23)


Если объект наблюдаем полностью, то по измеренным значениям переменной выхода y можно вычислять текущее состояние объекта. При этом управляющее воздействие на объект формируется по оценкам вектора состояния



.

Наблюдатель состояния представляет собой модель объекта, охваченную обратной связью по отклонению 

 выходов модели 

и объекта y (рис. 1.5). 
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Рис. 1.5. Система с наблюдателем состояния
Оценка 

 вектора состояния отличается от состояния v объекта из-за различия начальных условий, действующих на объект возмущений, а также неточности описания объекта. Однако при правильном выборе матрицы обратной связи наблюдателя L оценка 

 должна асимптотически стремиться к состоянию объекта.

Задача синтеза наблюдателя — определения матрицы L — является дуальной по отношению к задаче синтеза регулятора — определения матрицы 

. Поэтому матрицу наблюдателя 

 можно найти теми же методами, если вместо пары матриц 

 принять пару 

. 
При назначении желаемых собственных значений матрицы или весовых коэффициентов функционалов вида (1.21) необходимо стремиться к большему быстродействию контура наблюдателя.

Отметим в заключение, что недостатком синтезированного наблюдателя является его избыточность. Поскольку одна из переменных состояния 

 измеряется, то следует синтезировать наблюдатель, порядок которого меньше  порядка модели объекта.


Если объединить регулятор состояния и наблюдатель, то получится динамический регулятор, порядок которого равен порядку модели объекта. 

1.6. Синтез систем управления по нелинейным моделям 

1.6.1. Нелинейные модели объектов и систем управления


Расчет систем управления по нелинейным моделям значительно сложнее, чем по линейным. Это объясняется большим разнообразием движений, описываемых нелинейными уравнениями. Переход от линейных моделей к нелинейным, т.е. их усложнение — мера вынужденная; необходимость расширения и углубления знаний о поведении систем управления должна быть обоснована. 

Относительная простота анализа линейных моделей объясняется возможностью раздельного анализа вынужденных  и свободных движений, а также тем, что известна форма решения, т. е. искомое решение параметризовано. Построение решения сводится к алгебраическим задачам вычисления корней характеристического полинома и решения системы линейных уравнений относительно коэффициентов.


Вместе с тем разнообразия движений, описываемых линейными уравнениями, может оказаться недостаточным. Повышая порядок n уравнений и подбирая коэффициенты, не всегда удается объяснять реальные процессы на больших интервалах времени и в широких диапазонах амплитуд переменных. 

Нелинейные математические модели появляются вследствие учета естественных (сопутствующих) эффектов, присущих объекту или элементам системы управления и обусловленных нелинейным характером законов природы, которым подчиняются исследуемые явления. Нелинейности могут вводиться и специально с целью компенсации нежелательных эффектов от естественных нелинейностей или для придания системе управления особых свойств, которые принципиально недостижимы линейными средствами. 

В общем случае дифференциальные уравнения, описывающие элементы систем или сами системы, являются нелинейными

                            

.                                    (1.24)

Иногда они разрешаются относительно старшей производной переменной выхода

                      

.                                    (1.25)


Классическими примерами служат дифференциальные уравнения математического маятника




и уравнение Ван дер Поля



.

Далее будут рассмотрены и другие, более сложные, нелинейные модели в форме нелинейных дифференциальных уравнений.

Часто дифференциальные уравнения представляются в форме Коши:



                                                       (1.26)

где: v ― вектор переменных состояния; ( ― вектор-функция; (―функция выхода. В уравнениях (1.24) — (1.26) предполагается, что нелинейные функции заданы аналитически. 


Развитие теории и практики аппроксимации многомерных нелинейных зависимостей в виде искусственных нейронных сетей и механизмов вывода на основе логики на нечетких множествах позволяет параметризовать широкий класс нелинейных зависимостей. Использование таких универсальных аппроксиматоров, а также специальных алгоритмов настройки весовых коэффициентов нейронов, параметров функций принадлежности и так называемых дефаззификаторов   [32, 34, 35, 41, 44] дает возможность идентифицировать правые части (1.25), (1.26) путем обработки данных экспериментов. Примерами программных систем такого рода являются MATLAB/Neural Network Toolbox и MATLAB/Fuzzy Logic Toolbox фирмы The MathWorks, Inc.

Сказанное выше в полной мере относится и к нелинейным дискретным системам.
1.6.2. Синтез систем управления по линеаризованным моделям

Если модель объекта представлена нелинейными дифференциальными/разностными уравнениями произвольного вида, то нет общих аналитических методов анализа и синтеза. Единственной возможностью исследования оказывается компьютерное моделирование. Это мощное и достаточно универсальное средство обладает тем недостатком, что результаты его применения слишком конкретны — дают частное поведение для назначенных начальных условий и воздействий. Конечное множество результатов численного решения нелинейных уравнений не позволяет с полной уверенностью вывести суждения качественного характера о динамике систем. Синтез на базе компьютерной имитации может быть успешным только при малой исходной неопределенности, когда выполняется этап подстройки небольшого числа параметров из достаточно узких интервалов. 


Применение даже весьма развитых и хорошо зарекомендовавших численных методов решения нелинейных уравнений не гарантирует получение точного решения на всем интервале времени. Всегда  остается вопрос о существовании и единственности решения. Совершенно необходимо иметь определенные средства проверки результатов, проверять их с помощью повторных решений по другим методам.

Практика проектирования, как правило, прибегает к предварительному анализу и синтезу систем по линеаризованным моделям. В подавляющем большинстве случаев линеаризация гладких нелинейностей производится при условии малых отклонений переменных от выбранных состояний равновесия. Теоретическим обоснованием служит известный факт о том, что характер процессов в окрестности точек равновесия (так называемых особых точек) тот же, что и в линеаризованной системе. Как следует из первого метода Ляпунова, об устойчивости “в малом” положения равновесия нелинейной системы можно судить по корням характеристического полинома линеаризованной системы. 


Далее будем пользоваться приемом линеаризации, как для анализа устойчивости “в малом” положений равновесия, так и для синтеза линейных  регуляторов стабилизации неустойчивых состояний механических объектов по исходным нелинейным моделям. 


На рис. 1.6 приведена упрощенная схема синтеза регуляторов для нелинейных объектов. 

Если компьютерное моделирование исходной нелинейной системы выявляет, что процессы не удовлетворяют требованиям, например, отклонения переменных от положения равновесия неустойчивы, то приступают к уточнению положений равновесия и линеаризации моделей. Для каждой линейной модели строится локальный линейный регулятор, обеспечивающий устойчивость “в малом”. Если имитационные исследования покажут, что область притяжения полученной системы достаточна, то синтез завершается. При необходимости из множества линейных регуляторов выбирают один компромиссный или конструируют нелинейный регулятор путем переключения линейных. 
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Рис. 1.6 . Схема синтеза регуляторов для нелинейных объектов

2. МАЯТНИК НА КАРЕТКЕ КАК ОБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ
2.1. Перевернутый маятник на каретке

Динамические модели перевернутых маятников различной конфигурации часто используются в исследованиях как наглядные примеры неустойчивых объектов, в частности, при сравнении методов синтеза алгоритмов автоматической стабилизации [3, 12―15, 18, 21, 26―29]. 

Многозвенные перевернутые маятники служат упрощенными примерами шагающих роботов, ракет на старте, нескольких барж, которых толкает буксир и т. д. и т. п. 

Принципиальная схема неустойчивого механического объекта — перевернутого маятника на каретке — изображена на рис. 2.1. 
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Рис. 2.1. Принципиальная схема перевернутого маятника на каретке

На рис. 2.1 приняты следующие обозначения параметров:

· m – масса маятника, кг;

· M – масса каретки, кг;

· l – длина маятника, м,

а также переменных:

· 
[image: image124.wmf]q

(t) – угол отклонения маятника, рад;

· x(t) – положение каретки, м;

· f(t) – сила, действующая на каретку, Н (кг*м/сек2). 

Рассматриваемый механический объект имеет две степени свободы —вращательное движение маятника и поступательное движение каретки. Управление таким объектом осложняется тем обстоятельством, что имеется только одно управляющее воздействие — сила  f(t), приложенная к каретке. 

Кроме того, иногда можно измерять только положение каретки, и нет датчиков угла маятника, нет также датчиков скоростей их изменения. 

2.2. Математическая модель маятника на каретке 

как объекта управления
Классические и современные методы синтеза систем автоматического управления основаны на математических моделях в виде дифференциальных или разностных уравнений. Рис. 2.1 можно интерпретировать как символьную модель, представленную на языке механики. Для перевода на язык математических моделей используют законы классической механики. Такой способ построения математических моделей называют аналитическим — он возможен для объектов хорошо изученной природы. 

Примем следующие допущения:

· массы сосредоточены; 

· отсутствует сопротивление среды; 

· отсутствует трение. 

В качестве обобщенных координат для рассматриваемой системы с двумя степенями свободы выберем 
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(t) — угол отклонения маятника и x(t) — положение каретки. 

Для записи уравнений динамики механической системы воспользуемся уравнениями Лагранжа второго рода


[image: image126.wmf],

;

q

q

q

¶

¶

-

=

¶

¶

-

¶

¶

+

¶

¶

-

=

¶

¶

-

¶

¶

P

T

T

dt

d

f

x

P

x

T

x

T

dt

d

&

&

                                             (2.1)

где 
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— кинетическая энергия, 
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 — потенциальная энергия (для консервативных сил), 
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— приложенная к каретке неконсервативная обобщенная сила. 


Выражение для кинетической энергии запишется так
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где 
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С учетом этих выражений вместо (3.2) получим
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Потенциальная энергия для силы тяжести равна
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В результате подстановки (2.3) и (2.4) в (2.1) получим математическую модель рассматриваемого объекта в виде системы двух дифференциальных уравнений второго порядка 
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Уравнения (2.5) и (2.6) представляют собой выражения баланса моментов, действующих на маятник, и баланса сил, действующих на каретку. 


Если за начало отсчета угла маятника принять нижнее положение равновесия, то в уравнениях (2.5), (2.6) изменятся знаки некоторых слагаемых с учетом тождеств: 
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. В результате запишутся несколько иные уравнения:
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Эти уравнения описывают так называемый козловый кран, в котором роль маятника играет груз на тросе.

2.3. Дифференциальные уравнения в форме Коши
Для записи системы дифференциальных уравнений в форме Коши — системы уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных, исходные уравнения разрешим относительно старших производных. Заметим, что вторые производные 
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 в уравнения (2.5), (2.6) входят линейно. С учетом этого, приведем уравнения к матричной форме:
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Прежде всего, проверим существование и единственность решения — вычислим определитель матрицы:
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и убедимся в том, что он не равен нулю. 

Для решения системы уравнений воспользуемся правилом Крамера 
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Заметим, что правые части уравнений не содержат переменных 
[image: image144.wmf]x
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, т. е. положение и скорость каретки не влияют на ускорения маятника и каретки. Объект может занимать любое положение или совершать равномерное поступательное движение. Это не отразится на динамике системы “каретка-маятник”. 

Теперь легко записать уравнения объекта в форме Коши:
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Если за начало отсчета угла маятника принять нижнее положение равновесия, то изменятся некоторые знаки во втором и четвертом уравнениях системы (2.7): 
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2.4. Линеаризация дифференциальных уравнений 

Будем рассматривать малые отклонения переменных 
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 и 
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, когда приближенно можно принять: 
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 Пренебрегая малыми величинами высших порядков, вместо нелинейных уравнений (2.7) получим линейные (линеаризованные) уравнения в символьном виде:
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Запишем линейную систему (2.8) в матричной форме с использованием вектора состояний  
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Получена линейная модель в так называемой форме пространства состояний 
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Первое из этих уравнений называется уравнением состояний, второе — уравнением выхода. 

Матричная форма пространства состояний является стандартом для анализа линейных стационарных систем (типа LTI — Linear Time-Invariant). Для моделей класса LTI разработано большое количество методов, алгоритмов и программ анализа и синтеза систем управления. Такая форма принята как одна из основных в программе MATLAB/Control System Toolbox фирмы The MathWorks, Inc. 

В уравнении выхода (2.10) за выход объекта — измеряемую непосредственно переменную принято положение каретки, т. е. скаляр. Поэтому матрица выхода С оказывается строкой. Если за выход принимать вектор 
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, то матрица выхода будет иметь две строки 
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а матрица обхода получится столбцовой
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Когда интересуются нижним положением равновесия маятника, т. е. начало отсчета углов внизу, некоторые элементы матриц А и В изменят знаки. 

2.5. Передаточная функция объекта 

Передаточная функция представляет собой отношение изображений выхода и входа линейного объекта при нулевых начальных условиях. Для получения передаточной функции дифференциальные уравнения преобразуют по Лапласу и составляют отношение изображений. 

Прежде всего, получим характеристический полином матрицы 
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который является знаменателем передаточных функций. Для маятника с нижним положением равновесия характеристический полином имеет вид:
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Далее запишем полиномы числителей передаточных функций: от входа — силы 
[image: image166.wmf]f

, приложенной к каретке, до переменной выхода — положения каретки 
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и до переменной 
[image: image169.wmf]q

 — углового положения маятника
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2.6. Анализ устойчивости положения равновесия


Устойчивость “в малом” положения равновесия 
[image: image171.wmf])'

0

0

0

0

(

 нелинейной модели (2.7) можно выявить на основе первого метода Ляпунова, т. е. по линеаризованной модели (см. 2.4). Ляпунов показал, что об устойчивости “в малом” положения равновесия можно судить по линеаризованным уравнениям. Условием асимптотической устойчивости положения равновесия нелинейной системы является принадлежность корней характеристического полинома (собственных значений матрицы состояний) линеаризованной системы открытой левой полуплоскости. 

Корни характеристического полинома (2.11) равны: 
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Имеется действительный положительный корень (в правой полуплоскости); кроме того, полином имеет двукратный нулевой корень. Это свидетельствует о неустойчивости положения равновесия нелинейной системы. 

Корни характеристического полинома (2.11, а) равны: 
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т. е. имеется пара мнимых корней, отражающих колебательные свойства системы. Частота колебаний маятника, подвешенного на подвижной каретке, отличается от частоты маятника с неподвижной точкой подвеса в 
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раз. Таким образом, подвижная опора повышает частоту колебаний маятника. Очевидно, если масса каретки многократно превышает массу маятника, то поведение системы приближается к поведению маятника с неподвижной точкой подвеса. 

2.7. Компьютерное моделирование маятника на каретке


Линеаризованные уравнения (2.9) позволяют исследовать устойчивость и качественный характер движений при малых отклонениях состояния системы от положения равновесия. Для исследования поведения объекта управления при произвольных отклонениях необходимо решать нелинейные уравнения (2.7). Для автоматизации численных решений при конкретных начальных условиях и внешних воздействиях разработаны программные средства; далее будем использовать программу MATLAB/Simulink фирмы The MathWorks, Inc.

В окне команд MATLAB введем команду

>>simulink3

Появится окно с подсистемами блоков. Выберем опции File/New/Model; откроется окно без имени (‘Untitled’). Построение компьютерной модели сводится к выбору соответствующих библиотечных блоков и их соединение ориентированными связями, как показано на рис. 2.2. Представленная структурная схема — модель объекта на языке Simulink. Основу программы образуют два двойных интегратора, входами которых являются вторые производные переменных. 
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Рис. 2.2. Модель на языке графического редактора Simulink
Блоки Fcn и Fcn1, реализуют выражения, находящиеся в правых частях второго и четвертого уравнений системы (2.7):

Fcn: ((M+m)*9.8*sin(u[1])-m*l*u[2]*u[2]*sin(u[1])*cos(u[1])-u[3]*cos(u[1]))/(l*M+m*l*sin(u[1])*sin(u[1]));

Fcn1: (m*l*l*u[2]*u[2]*sin(u[1])+l*u[3]-m*l*9.8*sin(u[1])*cos(u[1]))/(l*M+m*l*sin(u[1])*sin(u[1]))
На входы этих блоков подается вектор 
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Сохраним модель под именем ′pendulum′. 

Выберем следующие значения параметров: l = 0.25 м; m = 0.2 кг; M = 0.4 кг и введем их в рабочее пространство MATLAB:

>>l=0.25;
>>m=0.2;

>>M=0.4;


Проведем компьютерный эксперимент при следующих начальных условиях: 
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 — маятник отклонен на 1 рад, угловая скорость маятника, положение и скорость каретки равны нулю. Рассматриваем свободные движения автономной системы — к каретке не оказывается воздействие, т. е. 
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. На рис. 2.3 приведены результаты моделирования, из которых ясно, что верхнее положение маятника не устойчиво — при малейшем отклонении от него состояние системы не возвращается к нему, а начинаются колебания маятника относительно нижнего положения.  Маятник колеблется с амплитудой 
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 радиан, а каретка совершает периодические движения своеобразной формы. 
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Рис. 2.3. Поведение объекта управления при  начальных условиях 
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Колебания маятника и каретки не затухают, так как построенная ранее математическая модель игнорирует потери энергии на преодоление сопротивления среды и трение. 

2.8. Линеаризация и анализ в среде MATLAB/Simulunk
Программа MATLAB/Simulink позволяет получить линеаризованную модель для заданных значений параметров по команде

>>[A,B,C,D]=linmod2('pendulum')

если в правой части команды вписать имя simulink-модели. Для выбранных параметров модели получим следующие матрицы: 

A =

         0         0         0    1.0000

         0         0    1.0000         0

         0   58.8000         0         0

         0   -4.9000         0         0

B =

         0

         0

  -10.0000

    2.5000

C =   

 1     0     0     0

D =    0

Получена четвёрка матриц системы линейных дифференциальных уравнений в форме пространства состояний.
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где: 
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 — абстрактный вектор состояний.


Сопоставляя матрицы, полученные вручную (2.9), (2.10) и по команде linmod2, можно заметить отличие в расположении элементов. Это объясняется различной нумерацией переменных. Соответствие между абстрактным и физическим векторами состояний легко устанавливается по структуре матриц:
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Условием устойчивости является: 
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 — собственные значения матрицы A (корни его характеристического полинома), i = 1,2,3,4. Вычислим собственные значения матрицы A с помощью команды: 

>> eig(A)

ans =

         0

         0

    7.6681

   -7.6681

Видим, что имеется двукратное нулевое собственное значение и одно “правое” значение, что говорит о неустойчивости положения равновесия. Это отвечает нашим представлениям о поведении объекта и результатам компьютерного моделирования. 


Программа MATLAB\Control System Toolbox позволяет получить передаточную функцию объекта численно.  Для получения числителя и знаменателя ПФ воспользуемся командами 

>> [num,den]=ss2tf(A,B,C,D)

num =

         0   -0.0000    2.5000    0.0000  -98.0000

den =

    1.0000   -0.0000  -58.8000         0         0

>> plant=tf(num,den)

-2.942e-015 s^3 + 2.5 s^2 + 6.16e-014 s - 98

--------------------------------------------

      s^4 - 1.776e-015 s^3 - 58.8 s^2

Вычислительные ошибки приводят к наличию весьма малых коэффициентов, к сожалению, иногда повышающих степени полиномов. Следует вручную отредактировать коэффициенты

>> num=[2.5 0 -98];

>> den=[1 0 -58.8 0 0]; 

В результате получим ПФ объекта для малых отклонений

2.5 s^2 - 98

--------------

s^4 - 58.8 s^2

Вычислим нули и полюсы ПФ :        
>> zpk(plant)

Zero/pole/gain:

2.5 (s-6.261) (s+6.261)

-----------------------

s^2 (s-7.668) (s+7.668)

Получена так называемая факторизованная форма ПФ. 

Если необходимо сохранить структуру линеаризованной модели, то для этого достаточно линеаризовать только выражения в блоках 

Fcn: ((M+m)*9.8*u[1]-u[3])/(l*M);

Fcn1: (u[3]-m*9.8*u[1])/M

Результаты приведены позже на рис 3.7 и 3.9.
3. СИНТЕЗ СИСТЕМ СТАБИЛИЗАЦИИ МАЯТНИКА НА КАРЕТКЕ

Целью синтеза является стабилизация верхнего положения равновесия маятника и исходного (нулевого) состояния покоя каретки.   
Синтез проведем по линеаризованной модели объекта, так как нет универсальных методов синтеза систем стабилизации для нелинейных моделей. 

3.1. Синтез регулятора для маятника на каретке 
операторным методом 

Запишем дифференциальное уравнение объекта от входа — силы 
[image: image187.wmf]f

, приложенной к каретке, до переменной выхода — положения каретки 
[image: image188.wmf]x

в операторной форме
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где 
[image: image190.wmf]p

— символ оператора дифференцирования; операторные полиномы 
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Поскольку операторные полиномы не имеют общих нетривиальных делителей, объект по этому каналу полностью управляем и наблюдаем, т. е. нет неподвижных корней характеристического полинома — обратная связь, подобранная соответствующим образом, способна переместить любые корни. Заметим также, что отношение ненулевых полюсов и нулей зависит от соотношения масс маятника и каретки и равно 
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Необходимым топологическим условием перемещения собственных  значений является создание контура управления — реализация принципа обратной связи.  

Структурный синтез — определение порядка регулятора — сводится к анализу степеней полиномов. Степени операторных полиномов объекта 
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 равны соответственно: 
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, а порядок системы 
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Пусть численные значения коэффициентов полиномов объекта равны:
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Искомое дифференциальное уравнение стабилизирующей отрицательной обратной связи (регулятора ) также запишем в операторной форме
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В раскрытом виде с учетом степеней полиномов 
[image: image200.wmf]R
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Следовательно, необходимо найти значения семи коэффициентов дифференциального уравнения регулятора. 


Поскольку порядок системы равен семи, назначим семь желаемых корней в левой полуплоскости: 
[image: image202.wmf]=
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-0.2; -0.4; -1.0; -1.2247; -2.0; -4.0; -8.0. Один из корней характеристического полинома объекта (левый) оставляем на месте. 


Желаемый характеристический полином построим с помощью команд MATLAB:

>> r=[-0.2 -0.4 -1 -1.2247 -2 -4 -8];

>> poly(r)

ans =

    1.0000   16.8247   98.1853  260.0493  341.4710  221.4175   63.9056   6.2705 

По этим коэффициентам желаемый полином запишется так 
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Характеристический полином замкнутой системы 

	
[image: image204.wmf]=

+

=

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

0

0

p

B

p

B

p

A

p

A

p

A

R

R

3
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Из тождества
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следует система уравнений
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Матрица системы составлена из коэффициентов полиномов объекта; такая матрица называется матрицей Сильвестра. Ее определитель — результант полиномов 
[image: image208.wmf]0
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— отличен от нуля, если полиномы взаимно просты. Следовательно, задача размещения корней операторным методом разрешима, если характеристика вход-выход объекта является полной, т. е. объект полностью управляем и наблюдаем. В рассматриваемом примере решение существует и единственно. 


Для численного решения системы воспользуемся программой MATLAB; введем матрицу 

>>C = [ 0         0         0  -98.0000         0         0         0;

         0         0         0         0  -98.0000         0         0;

         -58.8         0         0    2.5000         0  -98.0000         0;

         0  -58.8000         0         0    2.5000         0  -98.0000;

    1.0000         0  -58.8000         0         0    2.5000         0;

         0    1.0000         0         0         0         0    2.5000;

         0         0    1.0000         0         0         0         0]

и коэффициенты желаемого полинома

>> a=[6.2705 63.9056 221.4175 341.4710 260.0493 156.9853 16.8247]'; 

К пятому элементу добавлен коэффициент, равный 58.8.

Для решения воспользуемся командой

>> R=C\a
R = 

1.0e+003 *

   -2.5100

   -0.3315

    0.0168

   -0.0001

   -0.0007

    1.5037

    0.1954

Получен вектор коэффициентов регулятора R. 

По коэффициентам вектора R составим числитель и знаменатель передаточной функции (операторы дифференциального уравнения регулятора): 

>> den=[1 R(3) R(2) R(1)];

>> num=[R(7) R(6) R(5) R(4)];

>> regulator=tf(num,den)

195.4 s^3 + 1504 s^2 - 0.6521 s - 0.06398

-----------------------------------------

    s^3 + 16.82 s^2 - 331.5 s - 2510

 Дифференциальное уравнение регулятора имеет вид:
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Заметим, что регулятор неустойчив — полином 
[image: image210.wmf])

(

s

A

R

имеет отрицательные коэффициенты. 

Вначале проведем анализ линейной системы. Передаточная функция объекта 

>> plant=tf([2.5 0 -98],[1 0 -58.8 0 0])

2.5 s^2 - 98

--------------

s^4 - 58.8 s^2

Передаточная функция замкнутой системы

>> sysz=feedback(plant,regulator)

     2.5 s^5 + 42.06 s^4 - 926.7 s^3 - 7924 s^2 + 3.248e004 s + 2.46e005

------------------------------------------------------------------------------

s^7 + 16.82 s^6 + 98.19 s^5 + 260 s^4 + 341.5 s^3 + 221.4 s^2 + 63.91 s + 6.27

Можно заметить, что знаменатель передаточной функции совпадает с желаемым полиномом. 


Вычислим собственные значения замкнутой системы

>> eig(sysz)

   -8.0000

   -4.0000

   -2.0000

   -1.2247

   -1.0000

   -0.4000

   -0.2000

Они получились в точности заданными. 


Подключим к нелинейной модели объекта линейный регулятор, как показано на рис. 3.1.
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Рис. 3.1. Система, образованная нелинейным объектом и линейным регулятором

Переходные процессы в системе при максимальном отклонении маятника   
[image: image212.wmf]08
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рад приведены на рис. 3.2. 


Система регулирования, синтезированная операторным методом, может оказаться весьма чувствительной к изменениям параметров объекта и неточной реализации алгоритма. Для иллюстрации введем коэффициенты передаточной функции регулятора с клавиатуры, сохраняя четыре значащие цифры 

regulator=tf([195.4 1504 -0.6521 -0.06398],[1 16.82 -331.5 -2510])

Передаточную функцию замкнутой системы получим по команде:

>> sysc=feedback(plant,regulator)

        2.5 s^5 + 42.05 s^4 - 926.8 s^3 - 7923 s^2 + 32487 s + 245980

-----------------------------------------------------------------------------

s^7 + 16.82 s^6 + 98.2 s^5 + 261 s^4 + 341.4 s^3 + 195.8 s^2 + 63.91 s + 6.27

Видно, что коэффициент знаменателя (характеристического полинома замкнутой системы) при второй степени равен 195.8 вместо желаемого значения 221. Такое отличие объясняется необходимостью выполнения операций по вычитанию больших по модулю примерно равных величин. 
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Рис. 3.2. Процессы в системе при максимальном отклонении маятника

Система в данном примере устойчива, однако, ее собственные значения:
  -8.0078          

  -4.1704          

  -1.9346 + 1.0956i
  -1.9346 - 1.0956i
  -0.3100 + 0.3910i
  -0.3100 - 0.3910i
  -0.1526     

 отличаются от заданных. 

Однако это не влияет на размер области устойчивости и характер процесса при отклонении маятника 0.08 рад (см. рис. 3.2). 

3.2. Синтез системы стабилизации маятника 

на каретке методами пространства состояний

Задачу будем решать на основе линеаризованной модели объекта, т. е. система автоматической стабилизации должна будет обеспечивать устойчивость при малых отклонениях состояния от положения равновесия. 
3.2.1 Регулятор состояния

Пусть имеется информация обо всех переменных состояния объекта
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Алгоритм регулятора состояния запишется так:
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Уравнение замкнутой системы в стандартной форме пространства состояний получим, если из уравнений объекта (3.3) и регулятора состояния (3.4) исключим переменную 
[image: image216.wmf]f
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где 
[image: image218.wmf])
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— матрица замкнутой системы. Отметим, что замкнутая система получилась автономной — она не имеет входов. 


Задача имеет решение, если объект управляем. Для анализа управляемости воспользуемся критерием Калмана, который сводится к проверке ранга матрицы управляемости 
[image: image219.wmf][
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>> rank(ctrb(A,B))

ans =

     4


Матрица управляемости имеет полный ранг, что свидетельствует о полной управляемости объекта. Действуя с силой 
[image: image220.wmf]f

 на каретку, можно стабилизировать верхнее положение маятника и привести каретку в исходное положение. 

3.2.2. Синтез регулятора методом  размещения 
собственных значений

Задача синтеза заключается в определении матрицы регулятора состояния K из условия желаемого расположения собственных значений матрицы системы (корней характеристического полинома системы). 


Существует произвол в выборе желаемых собственных значений системы. Чем дальше находится от мнимой оси собственное значение, тем быстрее затухают процессы. Однако требование большего быстродействия означает необходимость приложения чрезмерных усилий на каретку. Назначим собственные значения системы с ориентацией на собственные значения объекта, которые вычислены ранее. Введем желаемые значения

>> p=[-1 -2 -4 -7]';


Матрицу регулятора, обеспечивающего желаемое расположение собственных значений, найдем по команде:

>> K=place(A,B,p)

   -0.5714  -12.3229   -1.6704   -1.0816


Проведем анализ устойчивости системы:

>> eig(A-B*K)

ans =

   -7.0000

   -4.0000

   -2.0000

   -1.0000

Замкнутая система имеет желаемое расположение собственных значений. 

Регулятор состояния формирует управляющие воздействия на основе текущей информации обо всех переменных состояния. Однако реально измеряется только положение каретки х. Для вычисления остальных переменных состояния используют так называемый наблюдатель состояния [2, 24]. Если наблюдатель устойчив, то процессы затухают, в результате чего состояние модели 
[image: image221.wmf]v
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 приближается к состоянию объекта 
[image: image222.wmf]v

. 

Задача синтеза наблюдателя сводится к поиску матрицы L, и имеет решение, если объект наблюдаем полностью. Наблюдаемость можно проверить по критерию Калмана, который сводится к проверке ранга матрицы наблюдаемости 
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>> rank(obsv(A,C))

ans =

     4

Матрица наблюдаемости имеет полный ранг, следовательно, объект наблюдаем полностью.

Для синтеза наблюдателя воспользуемся методом размещения собственных значений – назначим собственные значения наблюдателя несколько дальше от мнимой оси в левой полуплоскости:  

>> po=5*p
po =

    -5

   -10

   -20

   -35


Матрица наблюдателя L вычисляется по команде:

>> L=place(A',C',po)'

L =

  1.0e+004 *

    0.0070

   -0.3544

   -2.6748

    0.1634 

Динамический регулятор получим, если объединить регулятор состояния и наблюдатель. В результате динамический регулятор имеет четвертый порядок. Поэтому рекомендуется синтезировать редуцированный наблюдатель, учитывающий, что одна из переменных состояния — положение каретки 
[image: image224.wmf]x

— измеряется непосредственно. 

Уравнения динамического регулятора имеют вид:
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где матрицы вычисляются по команде:

>> [Ar,Br,Cr,Dr]=reg(A,B,C,D,K,L); 

>> regulator=ss(Ar,Br,Cr,Dr); 

Передаточная функция регулятора выглядит так

>> [numr,denr]=ss2tf(Ar,Br,Cr,Dr);

>> regulator=tf(numr,denr)

8.655e004 s^3 + 6.58e005 s^2 - 4.543e004 s - 2e004

--------------------------------------------------

 s^4 + 84 s^3 + 2677 s^2 - 1.716e005 s - 1.16e006

Знаменатель ПФ — характеристический полином динамического регулятора — имеет отрицательный коэффициент. Проверим устойчивость регулятора:

>> eig(Ar)

ans =

 -55.0088 +52.1090i
 -55.0088 -52.1090i
  32.2791          

  -6.2615    

Регулятор неустойчив — имеется положительное собственное значение. 


Недостатком процедуры синтеза является избыточность наблюдателя, который заключается в превышении необходимого порядка. Поскольку одна из переменных состояния, а именно, положение каретки измеряется непосредственно, то нет необходимости в ее восстановлении. Может быть синтезирован наблюдатель пониженного порядка [2]. 

3.2.3. Анализ системы с динамическим регулятором


Для анализа по линейным моделям получим матрицы системы уравнений замкнутой системы:

>> sysc=feedback(plant,regulator); 

и вычислим собственные значения системы: 

>> eig(sysc)

ans =

  -35.0000

  -20.0000

  -10.0000

   -1.0000

   -2.0000

   -4.0000

   -5.0000

   -7.0000

Замкнутая система с динамическим регулятором устойчива и имеет желаемые собственные значения. 

Анализ линейной модели показывает, что существует область устойчивости положения равновесия — имеет место устойчивость “в малом”. Однако для моделей рассматриваемого типа нет аналитических методов определения размеров области притяжения. Единственным способом важной для практики оценки является многократное компьютерное моделирование. 
Прежде всего, подключим динамический регулятор к нелинейному объекту, как это показано на рис. 3.3.  

Для отредактированной нелинейной системы (см. рис. 3.3) целесообразен предварительный анализ устойчивости “в малом” положения равновесия. Для анализа существования области притяжения положения равновесия в соответствии с первым методом Ляпунова проведём линеаризацию замкнутой системы и вычислим собственные значения:

>> [Ac,Bc,Cc,Dc]=linmod2('cartpole_closed');

>> eig(Ac)

ans =

  -35.0000

  -20.0000

  -10.0000

   -1.0000

   -2.0000

   -4.0000

   -5.0000

   -7.0000


Так как получены те же собственные значения, то область устойчивости существует.
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Рис. 3.3. Система «нелинейный объект + динамический регулятор»  

Оценим размеры области притяжения положения равновесия путём многократных компьютерных экспериментов. Для примера на рис. 3.4.  
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Рис. 3.4. Поведение системы при максимальном отклонении маятника на 0.34 рад

приведены результаты для максимального начального отклонения маятника, когда линейный динамический регулятор способен стабилизировать нелинейный объект. 

3.2.4. Аналитическое конструирование регуляторов

Требования устойчивости и качества процессов можно описывать в неявной форме как экстремали тех или иных функционалов. Наиболее часто, в силу относительной простоты вычислений при достаточной физичности, применяют интегральные квадратичные функционалы [24]. В случае, когда объект описан в форме пространства состояний, интегральный квадратичный функционал записывается в виде

	

,
	(3.5)


где: v — вектор состояния; u — скалярное управление; Q — неотрицательно-определенная весовая матрица; r — весовой коэффициент. Безусловная экстремаль 

 функционала (3.5) отвечает желаемому поведению и зависит от выбора весовых коэффициентов.

Выберем весовую матрицу единичной; коэффициент при управлении также положим равным единице:

>> Q=eye(4)

     1     0     0     0

     0     1     0     0

     0     0     1     0

     0     0     0     1

>> r=1;

Матрица регулятора состояния вычисляется по команде 

>> [K,S,E]=lqr(A,B,Q,r)

K =

   -1.0000  -16.7054   -2.5344   -1.7914

E =

 -14.2914          

  -4.1053          

  -1.2343 + 0.3832i
  -1.2343 - 0.3832i
Программа выдает коэффициенты регулятора состояния К и собственные значения замкнутой системы Е. 


Примем тот же наблюдатель, что и ранее. Матрицы динамического регулятора, объединяющего регулятор состояния и наблюдатель, получим по выполнению команды

>> [Ar,Br,Cr,Dr]=reg(A,B,C,D,K,L);
полученный регулятор назовем так

>> lqreg=ss(Ar,Br,Cr,Dr);


Имитация системы «нелинейный объект + линейный регулятор» показывает, что процессы (рис. 3.5) затухают при максимальном отклонении маятника 0.38 рад.
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Рис. 3.5. Процессы в системе линейно-квадратичным регулятором

при максимальном начальном отклонении маятника 0.38 рад

3.3. Синтез системы стабилизации частотным методом

Частотные методы позволяют синтезировать линейные системы с одним входом и одним выходом (типа SISO) с учетом естественной динамики объектов или корректируемых систем. 

Целесообразно воспользоваться весьма развитыми средствами MATLAB/SISO Design Tool, позволяющими автоматизировать синтез и коррекцию систем в частотной области. Однако здесь для наглядности процедуры синтеза покажем, как можно ограничиться только основными командами MATLAB/Control System Toolbox.  

Ранее было выявлено, что по паре вход-выход 
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 передаточная функция объекта вырождается до второго порядка  -10/(s^2 - 58.8), так как исходная передаточная функция имеет два нулевых нуля и полюса. Напомним, что это означает неполную наблюдаемость объекта по этому каналу ― с помощью обратной связи от измерителя углового положения маятника до привода каретки нельзя стабилизировать каретку. 

Частичная наблюдаемость по одному из каналов может быть и положительным свойством объекта. Здесь это свойство будет использовано для декомпозиции синтеза и децентрализации управления. 

Вначале найдем обратную связь, стабилизирующую положение маятника ― от выхода объекта 
[image: image231.wmf]q

 до входа 
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. Другими словами, ищется обратная связь, перемещающая неустойчивый полюс 7.668. 

На рис. 3.6. приведена логарифмическая амплитудно-частотная характеристика канала 
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 (кривая 1). 
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Рис. 3.6 . Логарифмические амплитудно-частотные характеристики разомкнутого контура стабилизации маятника

Известно, что обратная связь перемещает корни характеристического полинома системы в разной степени в зависимости от усиления контура на частотах, равных модулям корней. Например, если усиление контура менее -20 дБ, то корни, модули которых принадлежат этому диапазону частот, перемещаются мало. Полюсы передаточной функции объекта вообще неподвижны, если их компенсируют равные им нули, т. е. на комплексной частоте полюсов фактическое усиление контура равно нулю. 

Как следует из рис. 3.6.  (кривая 1), усиление объекта по рассматриваемому каналу мало на всех частотах. В контур необходимо ввести усилитель, чтобы на частотах перемещаемых полюсов усиление превышало 20 дБ. Для повышения степени подвижности неустойчивого полюса -7.6681 повысим усиление контура примерно в 200 раз или на 52 дБ (кривая 2). Это расширяет полосу частот контура и повышает быстродействие системы. 

Далее сформируем типовой желаемый вид ЛАЧХ в среднечастотной области. Как известно, типовая асимптотическая ЛАЧХ в области средних частот имеет наклон -20 дБ/дек. Чем длиннее этот отрезок, тем больше запас устойчивости системы. 

Асимптотическая ЛАЧХ нескорректированного контура состоит из двух асимптот ― низкочастотной с наклоном 0 дБ/дек и высокочастотной с наклоном -40 дБ/дек. Для придания желаемой ЛАЧХ контура типового вида в области средних частот введем в контур действительный нуль -20 и действительный полюс -1000, т. е. последовательную коррекцию с передаточной функцией 

>> corr=tf([1/20 1],[1/1000 1])

0.05 s + 1           

 -----------     ,   
                                                                                                           (3.6)
0.001 s + 1

что дает отрезок асимптоты с наклоном -20 дБ/дек в окрестности частоты среза 
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 рад/с  (кривая 3) на рис. 3.6. При этом крайние частоты отрезка асимптоты отличаются в 50 раз, что должно обеспечивать большой запас устойчивости замкнутой системы. Заметим также, что такая активная коррекция еще более расширяет полосу частот контура стабилизации маятника, т. е. повышает быстродействие системы. 

Ввиду относительной малости постоянной времени знаменателя передаточной функции (3.6) можно полагать, что для стабилизации маятника принят ПД-регулятор с передаточной функцией 200(0.05 s + 1)/(0.001 s + 1). 

Создадим simulink-модель системы с замкнутым контуром стабилизации маятника с именем 'linear_pend_1' (рис. 3.7). 

Проведем анализ устойчивости системы стабилизации положения маятника: преобразуем модель к форме пространства состояний 

>> [A1,B1,C1,D1]=linmod2('linear_pend_1'); 

и вычислим собственные значения матрицы 

>> eig(A1)

         0

         0

 -890.1788

  -83.7981

  -26.0231
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Рис. 3.7. Структурная схема линейной  системы стабилизации маятника
Цель достигнута ― собственные значения подсистемы  являются отрицательными действительными числами (это следствие большого запаса устойчивости), и находятся достаточно далеко от границы устойчивости (в силу большого значения частоты среза). Естественно, что два нулевых собственных значения неуправляемой части объекта остались на месте.  


Приступим ко второму этапу синтеза ― к стабилизации положения каретки. На этом этапе объектом синтеза оказывается подсистема, синтезированная на первом этапе. Ее входом, как и на первом этапе, является сила 
[image: image237.wmf]f

, действующая на каретку, а выходом ― положение каретки 
[image: image238.wmf]x

. 


Вычислим и отредактируем передаточную функцию системы, полученной в результате первого этапа синтеза 

>> plant2=tf([2.5 2500 -98000],[1 1000 99940 1941000 0 0])

         2.5 s^2 + 2500 s - 98000

------------------------------------------

s^5 + 1000 s^4 + 99940 s^3 + 1.941e006 s^2 

или в факторизованном виде

     2.5 (s+1038) (s-37.77)

--------------------------------

s^2 (s+890.2) (s+83.8) (s+26.02)

Неминимальнофазовая передаточная функция является полной ― она не имеет одинаковых нулей и полюсов. 

Наличие правого нуля 37.77 требует, чтобы на этой частоте усиление контура должно быть малым. Известно, что полюсы замкнутой системы стремятся к нулям разомкнутой системы, модули которых принадлежат диапазону частот, где велико усиление контура. Следовательно, имеется ограничение на формирование желаемой ЛАЧХ ― на частоте 37.77 рад/с усиление должно быть не более -16 … -20 дБ. Тогда замкнутая система не будет иметь собственных значений, близких к правому нулю передаточной функции объекта второго уровня. 

Частотная характеристика объекта второго уровня приведена на рис. 3.8 (кривая 1). Низкочастотная асимптота ЛАЧХ с наклоном -40 дБ/дек пересекает ось 0 дБ на частоте среза примерно равной 0.2 рад/с. 
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Рис. 3.8. Частотные характеристики второго этапа синтеза: объекта (кривая 1);

объекта с усилителем в контуре (кривая 2); контура после коррекции (кривая 3)

Для расширения полосы частот, а следовательно, быстродействия системы, введем в контур усилительное звено с коэффициентом усиления 10, что поднимет ЛАЧХ на 20 дБ (кривая 2). Дальнейшему повышению усиления контура препятствует условие малости усиления (менее -16…-20 дБ) на частоте 37.77 рад/с, равной модулю правого нуля передаточной функции ранее синтезированной подсистемы. 

Другим условием, накладываемым на желаемую ЛАЧХ контура второй подсистемы, является малое усиление на частотах корней, сформированных на первом этапе. Это требование автономности подсистем; оно также ограничивает полосу частот второй подсистемы и, тем самым, ограничивает быстродействие подсистемы стабилизации каретки. В частности, усиление должно быть мало (менее -16…-20 дБ) на частотах: 26.0231; 83.7981; 890.1788 рад/с. Таким образом, желаемая ЛАЧХ типового вида должна проходить ниже этих контрольных точек, что обеспечивает соблюдение обоих оговоренных выше условий. Очевидно, достаточно контролировать только низшую из перечисленных частот. 

Далее действуем аналогично процедуре синтеза первого контура. Включим активную последовательную коррекцию с передаточной функцией 

>> comp2=tf([3 1],[0.1 1])

3 s + 1

--------- ,

0.1 s + 1

т. е. введем в контур действительный нуль -1/3 и полюс -10, что дает типовую ЛАЧХ с отрезком асимптоты с наклоном -20 дБ/дек в окрестности частоты среза 
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 рад/с (кривая 3 на рис. 3.8). 

Ввиду малости постоянной времени знаменателя можно полагать, что для стабилизации каретки принят ПД-регулятор с передаточной функцией 10(3 s + 1)/(0.1 s + 1). 

Создадим simulink-модель системы с замкнутым контуром стабилизации маятника с именем 'linear_pend_2' (рис. 3.9). Для анализа устойчивости системы преобразуем модель к форме пространства состояний

>> [A2,B2,C2,D2]=linmod2('linear_pend_2'); 

и вычислим собственные значения

>> eig(A2)

  -890.06          

  -97.09          

  -10.52 + 8.29i
  -10.52 – 8.29i
  -1.35          

  -0.47  

Получили устойчивую линейную систему шестого порядка (см. рис. 3.9). Поскольку на частоте 26 рад/с усиление второго контура недостаточно мало, собственное значение первой подсистемы   -26.0231 изменилось и превратилось вместе с другим в пару комплексных собственных значений 
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Рис. 3.9. Структурная схема линейной системы стабилизации перевернутого маятника на каретке 'linear_pend_2'
На рис. 3.10 приведены частотные характеристики контуров стабилизации маятника (быстрый контур) и каретки (медленный контур) до и после коррекции. Видна большая разница в полосах существенных частот. Частота среза первого контура 
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 рад/с, а второго контура 
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 рад/с. Существенная разница частот обеспечивает практическую автономность контуров. 

[image: image245.emf]10

-2

10

-1

10

0

10

1

10

2

10

3

10

4

10

5

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

100

Magnitude (dB)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

1

2

3

4


Рис. 3.10 . Частотные характеристики контуров стабилизации маятника

 (кривые 1 и 2) и каретки (кривые 3 и 4) до и после синтеза
Заметим, что синтез проводился без оптимизации процессов («на глазок»). Можно предположить, что оптимизация процедуры позволило бы несколько повысить быстродействие системы. 

Анализ завершим исследованием системы 'pendulum_freq', образованной нелинейным объектом и двумя линейными регуляторами (рис. 3.11). 


Линеаризация системы дает те же собственные значения: 

>> [af,bf,cf,df]=linmod2('pendulum_freq');

>> eig(af)

  -890.06          

  -97.09          

  -10.52 + 8.29i
  -10.52 – 8.29i
  -1.35          

  -0.47  


Многократным компьютерным моделированием можно оценить область притяжения положения равновесия системы. Нелинейная система имеет устойчивое положение равновесия при максимальном отклонении маятника от верхнего положения в 1 рад и максимальном отклонении каретки 0.9 м. На рис. 3.12  и рис. 3.13 приведены соответствующие переходные процессы

>> plot(t,x)

>> hold on

>> plot(t,theta) 

Большой разброс собственных значений приводит к сильно различающимся по темпу процессам стабилизации маятника и каретки.
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Рис. 3.11. Нелинейная система 'pendulum_freq', образованная двумя регуляторами 
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Рис. 3.12. Переходные процессы в нелинейной системе при максимальном отклонении маятника 1 рад и нулевом положении каретки
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Рис. 3.13. Переходные процессы в системе при максимальном отклонении 
каретки 0.9 м  и верхнем положении маятника 

Такого результата ранее не удавалось получить другими методами ― области притяжения положения равновесия синтезированных систем оказывались значительно меньшими. 

Свойство неполной наблюдаемости маятника на каретке по выходу ― угловому положению маятника позволило реализовать декомпозицию процедуры синтеза. Вначале синтезируется стабилизирующая обратная связь для маятника, после чего находится регулятор положения каретки. Ограничения, обеспечивающие условия приближенной автономности подсистем стабилизации маятника и каретки, естественным образом учитываются благодаря частотному подходу. Важнейшей особенностью частотного подхода является естественный учет динамики объекта (нескорректированного контура) при выборе желаемого поведения, т. е. желаемой частотной характеристики. Применение развитых компьютерных программ позволяет устранить ограничения классических частотных методик, так как легко контролируется возможность компенсации нулей и полюсов. 

4. СИНТЕЗ СИСТЕМ С ЦИФРОВЫМИ УПРАВЛЯЮЩИМИ 
УСТРОЙСТВАМИ
4.1. Модели систем цифрового управления непрерывными объектами
Задачи синтеза дискретных систем управления имеют те же постановки, что и соответствующие задачи синтеза по непрерывным моделям. Вместе с тем, необходимо учитывать особенности моделей систем цифрового управления непрерывными объектами. 
Дискретизация времени и квантование уровней сигналов в большинстве современных систем управления обусловлена применением цифровых управляющих устройств. На рис. 4.1 изображена принципиальная схема системы цифрового управления непрерывным объектом. Выделены аналого-цифровой АЦП и цифроаналоговый ЦАП преобразователи, реализующие операции дискретизации и континуализации сигналов. Как правило, АЦП совмещает измерительные (информационные), а ЦАП — исполнительные (энергетические) функции в системе управления. 
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Рис. 4.1. Схема системы цифрового управления непрерывным объектом

Аналого-цифровые преобразователи содержат квантизаторы уровня, в которых число уровней определяется длиной машинного слова. Если мощность множества значений сигнала велика, как это бывает в современных компьютерах, то квантованием уровня в большинстве случаев моделирования можно пренебречь. 
Рассмотрим задачу построения математических моделей отдельных элементов и системы в целом. 
Динамика непрерывного объекта описывается дифференциальными уравнениями. Если ограничиться классом линейных стационарных моделей с сосредоточенными параметрами, объект будет описан обыкновенными линейными дифференциальными уравнениям с постоянными коэффициентами или в форме передаточной функции 
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 объекта при нулевых начальных условиях. 

Пусть цифровое управляющее устройство УУ реализует алгоритм управления, описываемый в виде дискретной передаточной функции 
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 ( изображение ошибки системы. 
Таким образом, модель системы (см. рис. 4.2) оказывается неоднородной (гибридной), так как она образована разнородными элементами, а переносимая между ними информация кодируется различными типами сигналов: аналоговыми ( ( 
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 и с дискретным временем (  
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. Разнородные элементы взаимодействуют между собой с помощью интерфейса, роль которого играют АЦП и ЦАП (см. рис. 4.1). 
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Рис. 4.2. Структурная схема системы цифрового управления

Пренебрегая эффектом квантования уровня, примем, что моделью АЦП является так называемый «ключ», который периодически замыкается на пренебрежимо малое (по сравнению со скоростью изменения переменной) время (рис. 4.3, а). Период замыкания обозначают 
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 (англ. – sampling time). Ключ позволяет получать информацию о переменной ошибки 
[image: image262.wmf])

(

t

e

в равноотстоящие моменты времени 
[image: image263.wmf]K

,

2

,

,

0

);

(

]

[

s

s

s

k

T

T

t

kT

e

k

e

e

=

=

º

 . 


[image: image264.wmf] 

s

T

 

)

(

t

y

 

]

[

k

y

 

0

H

 

]

[

k

u

 

)

(

t

u

 

t

y

 

k

y

 

k

u

 

t

u

 

         а                                                                 б

Рис. 4.3. Примеры графических изображений: дискретизатор времени непрерывного сигнала («ключ») (а); фиксирующее устройство (б)
Другая часть интерфейса  ( ЦАП представляет собой экстраполятор или формирующее устройство. Его назначение ( по определенному закону предсказывать значения функции 
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 до поступления на вход новой информации. Простейший и часто применяемый тип формирующего устройства ( экстраполятор нулевого порядка или фиксатор сохраняет постоянное значение сигнала:
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Сигнал на выходе фиксатора (см. рис. 4.3, б), обозначаемого как 
[image: image267.wmf]0

H

, имеет вид ступенчатой функции непрерывного времени. 

Таким образом, дискретизацию времени осуществляет «ключ», а континуализацию — фиксирующее устройство (экстраполятор), условные изображения которых приведены на рис. 4.3. Эти элементы имеют дополнительные входы для периодических сигналов от таймера (см. рис. 4.1); на рис. 4.3, а рядом с ключом записан символ ТS – период замыкания ключа. Работа формирующего устройства в гибридных моделях обычно должна быть синхронизирована с работой ключа. 

4.2. Компьютерное моделирование систем с цифровыми 
управляющими устройствами

Для анализа и синтеза систем управления по неоднородным моделям не применимы расчетные методы, базирующиеся на аналитических методах решения уравнений динамики. Здесь возможности, как правило, ограничиваются компьютерной имитацией. Если воспользоваться программой Simulink/MATLAB фирмы The MathWorks, Inc., то пример неоднородной модели системы цифрового управления показан на рис. 7.4. На этом примере задание дискретной передаточной функции дополняется указанием периода дискретизации времени 
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Рис. 4.4. Модель системы цифрового управления в среде MATLAB/ Simulink
Следует обратить внимание на то, что выход блока Discrete Transfer Fcn, реализующего дискретную передаточную функцию, непосредственно подается на вход блока Transfer Fcn, имитирующего непрерывную передаточную функцию. Это возможно, если блок Discrete Transfer Fcn реализован в окружении интерфейса (рис. 4.5). При конкретизации содержания этого блока необходимо дополнительно указать время дискретизации 
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. Сигнал на выходе блока имеет вид ступенчатой функции непрерывного времени, как и положено для фиксатора. 
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Рис. 4.5. Схема реализации блока Discrete Transfer Fcn
Несмотря на широкие возможности современных программ имитации динамических систем, этот универсальный метод анализа конкретных систем плохо приспособлен для вывода суждений общего характера о поведении систем. Решение задач синтеза с помощью многократной имитации становится весьма трудоемким при значительной исходной неопределенности. 

4.3. Однородные модели цифровых систем управления


Возникает необходимость в поиске путей применения расчетных, аналитических методов исследования. Однако последние разработаны для линейных однородных моделей ( непрерывных или дискретных, т. е. не могут непосредственно применяться к гибридным моделям. Таким образом, становится актуальной задача построения эквивалентных однородных моделей гибридных систем. Построение однородных моделей означает исключение всех других типов переменных кроме одного. 

4.3.1. Дискретные модели систем цифрового управления


Для построения эквивалентной однородной модели с дискретным временем необходимо исключить переменные непрерывного времени 
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 в последовательности преобразований, представленной на рис. 4.2. В результате замены последовательности из трех элементов – фиксатора, непрерывного объекта и ключа – получится дискретная модель объекта в виде разностных уравнений (по терминологии [17] – модель, ориентированная на ЭВМ). Модель системы окажется однородной – дискретной во времени, представленной, например, в форме разностных уравнений. Дискретизации непрерывных моделей посвящено большое количество работ [10, 17, 19, 23, 24, 25]. 


Рассмотрим кратко один из методов дискретизации линейной системы, дифференциальные уравнения которой представлены в форме пространства состояний:
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Ее решение имеет вид:
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Поскольку на входе непрерывной системы стоит фиксатор, входная переменная остается постоянной от момента 
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, т. е. на интервале времени между моментами замыкания ключа. Полагаем, что работа фиксатора синхронизирована с работой ключа. Примем за начало и конец отсчета моменты 
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; тогда решение (3.1) запишется так:
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После замены переменной интегрирования
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получим разностное уравнение в форме пространства состояний:
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 EMBED Equation.3  [image: image283.wmf]]
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где:
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Как известно, функция от квадратной матрицы представляет собой матрицу того же размера. Ее собственные значения связаны с собственными значениями матрицы-аргумента той же функциональной зависимостью. Следовательно, собственные значения 
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связаны с собственными значениями матрицы непрерывной системы 
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На рис. 4.6 изображены комплексные плоскости собственных значений непрерывной и дискретной систем. 
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Рис. 4.6. Плоскости собственных значений непрерывной и дискретной систем

В программе MATLAB/Control System Toolbox процедура дискретизации линейных моделей (класса LTI – Linear Time-Invariant) выполняется по команде c2d. Можно выбрать методы, предполагающие наличие фиксатора нулевого порядка на входе, метод Тастина и др.  

В результате дискретизации объекта получим однородную дискретную модель замкнутой системы управления, структурная схема которой изображена на рис. 4.7. 

Если для примера передаточная функция непрерывного объекта равна
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то в результате дискретизации времени с периодом 
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с получим дискретную передаточную функцию 
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Рис. 4.7. Однородная дискретная модель цифровой системы управления

По отношению к однородной дискретной модели могут быть применены соответствующие методы анализа и синтеза. 

4.3.2. Непрерывные модели цифровых систем управления

Если учесть, что современные контроллеры являются быстродействующими и обладают большой точностью представления уровней сигналов, для большинства технологических процессов можно пренебречь как дискретизацией времени, так и квантованием уровня. В такой ситуации цифровое управляющее устройство изначально моделируется как непрерывная система, а однородная модель в форме дифференциальных уравнений вполне адекватно описывает поведение всей системы управления. 
Необходимо подчеркнуть, что гибридные и однородные модели эквивалентны только при конкретизации свойств сигналов. В общем случае переход к однородным моделям путем игнорирования явлений дискретизации времени и квантования уровня сопровождается сокращением области адекватности моделей. В каждом конкретном случае следует количественно и качественно оценивать влияние этого эффекта на возможность объяснения поведения системы.


Рассмотрим ситуацию, когда необходимо учитывать специфику поведения цифровой системы или заранее нет уверенности в том, что эффект дискретизации времени не оказывает существенного влияния на процессы управления. В этом случае построение эквивалентной непрерывной модели связано с расчетами, сопровождающими исключение некоторых переменных. 


Рассмотрим гибридную систему, изображенную на рис. 4.2. Для построения эквивалентной однородной непрерывной модели необходимо исключить переменные дискретного времени 
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. Иногда такая процедура называется континуализацией [4], либо построением модели, ориентированной на объект [17]. В результате получают эквивалентную непрерывную модель контроллера в форме дифференциального уравнения, описывающего причинно-следственную связь непрерывных переменных 
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. Система окажется однородной непрерывной и будет описываться дифференциальными уравнениями.


Пусть имеем разностные уравнения цифрового управляющего устройства в форме пространства состояний:
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 EMBED Equation.3  [image: image298.wmf]]
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Процедура континуализации является обратной по отношению к процедуре дискретизации. Матрицы дифференциального уравнения в форме пространства состояний
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могут быть получены из соотношений (7.2):
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Разработаны различные методы и соответствующие алгоритмы континуализации. В программе MATLAB/Control System Toolbox процедура континуализации линейных моделей (класса LTI – Linear Time-Invariant) выполняется по команде d2c. Можно выбрать методы, предполагающие наличие фиксатора первого порядка, метод Тастина и др.  


Если собственные значения дискретной системы являются действительными отрицательными, то не существует соответствующей непрерывной системы того же порядка. Формально это следует из того, что не существует логарифма отрицательных действительных чисел. Действительно, составляющая движений дискретной системы (мода), определяемая отрицательным собственным значением, является знакопеременной. В непрерывных системах моды, определяемые действительными собственными значениями, сохраняют знак. 

Отметим, что команда d2c программы MATLAB/Control System Toolbox в случае действительного отрицательного собственного значения дискретной системы предлагает непрерывную систему более высокого порядка с комплексными собственными значениями.

Континуализация дискретного контроллера дает однородную непрерывную модель замкнутой системы управления, структурная схема которой изображена на рис. 4.8. 
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Рис. 4.8. Однородная непрерывная модель цифровой системы управления

Если для примера дискретная передаточная функция 
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описывает дискретный алгоритм для периода дискретизации 
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передаточная функция непрерывного регулятора равна:
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4.4. Способы синтеза алгоритмов цифрового управления


Алгоритмы цифрового управления непрерывными объектами можно 

синтезировать двумя способами как это иллюстрируется на рис. 4.9:

· дискретизация аналогового регулятора;

· синтез дискретного регулятора по дискретной модели объекта.

4.4.1. Дискретизация аналогового регулятора


Основным вопросом при дискретизации непрерывных регуляторов является значение периода дискретизации. На выбор периода дискретизации влияют динамика объекта и требования к процессам в синтезируемой системе, область адекватности моделей по частоте, а также условия технической реализации. Слишком большой период будет означать потерю информации о состоянии объекта и запоздалое оказание на объект управляющих воздействий. Слишком малый период затрудняет решение проблем реализации алгоритмов, а также вызывает вычислительные проблемы. Выбор сколь угодно малого периода дискретизации теоретически не означает стремление к переходу от разностного уравнения к дифференциальному. 

В соответствии с теоремой Котельникова – Шеннона частота дискретизации сигнала 
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 должна быть больше удвоенной максимальной частоты 
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Рис. 4.9. Способы синтеза алгоритмов цифрового управления
Отсюда получим


[image: image309.wmf]max

w

p

<

s

T

.

Поскольку на этапе синтеза не известна максимальная частота процессов, можно ориентироваться на модули желаемых собственных значений. Например, можно положить, что 
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Сигналы в контуре управления не являются периодическими,  поэтому эту частоту необходимо увеличить, т. е. уменьшить период дискретизации. За ориентировочное значение периода дискретизации можно принять


[image: image311.wmf]}

{

max

)

10

5

(

i

i

s

p

T

K

p

»

. 

В дальнейшем полученное значение необходимо уточнять при анализе замкнутой системы. 

Пример дискретизации аналогового регулятора системы стабилизации маятника на каретке рассмотрен в 4.6. 
4.4.2. Синтез дискретного регулятора по дискретной модели объекта.

Метод размещения собственных значений


Регулятор состояния дискретной системы не отличается от непрерывного случая, так как регуляторы состояния являются статическими. 


Процедура синтеза регулятора состояния для дискретного случая отличается только выбором желаемых собственных значений. Их необходимо назначать в единичном круге — в области устойчивости дискретных систем. При выборе желаемых собственных значений можно руководствоваться несколькими соображениями. 

Во-первых, можно потребовать схожести дискретных процессов с процессами в аналоговой системе. Тогда желаемые собственные значения дискретной системы являются отображениями желаемых собственных значений непрерывной системы в соответствии с формулой (4.3). Соответствующие команды:

>>q=exp(p*Ts)
>>qo=exp(po*Ts)

Далее находятся матрицы коэффициентов регулятора состояния и наблюдателя 

>>Kd=place(Ad,Bd,q)

>>Ld=place(Ad’,Cd’,qo)’

а также динамический дискретный регулятор
>>[Ard,Brd,Crd,Drd]=dreg(Ad,Bd,Cd,Dd,Kd,Ld);

>>dregulator=ss(Ard,Brd,Crd,Drd,Ts);


Во-вторых, можно попробовать синтезировать систему с конечным временем затухания процессов. Для этого желаемые собственные значения выбираются равными нулю. 

4.4.3. Аналитическое конструирование дискретных регуляторов


Линейно-квадратичный регулятор для дискретной системы 
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минимизирует функционал
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где: v — вектор состояния; u — скалярное управление; Q — неотрицательно-определенная весовая матрица; r — весовой коэффициент. Безусловная экстремаль 
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 функционала отвечает желаемому поведению и зависит от выбора весовых коэффициентов.


Матрица регулятора состояния
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обеспечивающая условный минимум функционала, находится так 

>>[K,S,E]=dlqr(Ad,Bd,Q,r) 

Программа возвращает коэффициенты регулятора K, матрицу решения уравнения Риккати S и собственные значения системы E. 

Может оказаться целесообразным синтез дискретного регулятора состояния для непрерывного объекта 
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>>[Kd,S,e]=lqrd(A,B,Q,r,Ts)

обеспечивающего в системе процессы, подобные процессам в непрерывной системе. 
4.5. Пример дискретизации аналогового регулятора, 

полученного операторным методом 

Система, синтезированная операторным методом, оказывается весьма чувствительной к дискретизации времени. Покажем это на примере стабилизации маятника на каретке (см. 3). Для избежания ошибок округления коэффициенты регулятора назначим непосредственно из решения системы уравнений.
C =

         0         0         0  -98.0000         0         0         0

         0         0         0         0  -98.0000         0         0

  -58.8000         0         0    2.5000         0  -98.0000         0

         0  -58.8000         0         0    2.5000         0  -98.0000

    1.0000         0  -58.8000         0         0    2.5000         0

         0    1.0000         0         0         0         0    2.5000

         0         0    1.0000         0         0         0         0

>> a=[6.2705 63.9056 221.4175 341.4710 260.0493 156.9853 16.8247]'; 

>> R=C\a

R =

  1.0e+003 *

   -2.5100

   -0.3315

    0.0168

   -0.0001

   -0.0007

    1.5037

    0.1954

>> den=[1 R(3) R(2) R(1)];

>> num=[R(7) R(6) R(5) R(4)];

>> regulator=tf(num,den)

 Выберем малый период дискретизации и получим дискретные модели объекта и регулятора

>> dplant=c2d(plant,0.0001);

>> dregulator=c2d(regulator,0.0001);

и вычислим передаточную функцию замкнутой системы
>> dsysc=feedback(dplant,dregulator);

ее собственные значения 
>> z=eig(dsysc)

   1.0093          

   1.0057 + 0.0074i

   1.0057 - 0.0074i

   0.9976 + 0.0092i

   0.9976 - 0.0092i
   0.9913 + 0.0041i
   0.9913 - 0.0041i
находятся вне единичного круга — дискретная линейная система не устойчива. Можно убедиться, что дальнейшее уменьшение периода дискретизации не дает положительного результата. 

4.6. Дискретизация аналогового регулятора, 

полученного методом пространства состояний 


Проведем дискретизацию регулятора, полученного методом пространства состояний по заданным собственным значениям
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Дискретизация требует выбора периода 
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. Поскольку при синтезе не известна максимальная частота процессов, будем ориентироваться на максимальный по модулю собственное значение, т. е. примем 
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рад/с. Так как процессы в системе  не являются периодическими, увеличим максимальную частоту в десять раз и получим оценочное значение периода дискретизации
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Однако дискретизация непрерывного регулятора для периода 
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с дает неустойчивую систему. 
Выберем период дискретизации 
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с и подвергнем дискретизации объект и регулятор
>> dplant=c2d(plant,0.001);

>> dregulator=c2d(regulator,0.001);

Замкнем систему
>> dsysc=feedback(dplant,dregulator);

и вычислим модули ее собственных значений
>> abs(eig(dsysc))

    0.9534

    0.9913

    0.9913

    0.9993

    0.9993

    0.9967

    0.9938

    0.9920

Видим, что они принадлежат единичному кругу, а значит, дискретная линейная система устойчива. 

Проведем компьютерное моделирование системы «нелинейный непрерывный объект+линейный дискретный регулятор», как показано на рис. 4.10.  

[image: image322.emf]1

Out1

t

To Workspace1

y

To Workspace

Scope

dregulator

LTI System

1

s

Integrator3

1

s

Integrator2

1

s

Integrator1

1

s

Integrator

f(u)

Fcn1

f(u)

Fcn

Clock

1

In1


Рис. 4.10. Процессы в системе с регулятором, полученным дискретизацией 
аналогового регулятора для 
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Построим графики процессов при максимальном отклонении маятника от верхнего положения равновесия на 0.35 рад. 
>> plot(t,y)

которые приведены на рис. 4.11.  При отклонениях, превышающих это значение, линейный дискретный регулятор не способен стабилизировать маятник на каретке. 
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Рис. 4.11 . Процессы в системе с дискретным регулятором 

при отклонении маятника 0.35 рад


Интересно отметить, что непрерывный регулятор обеспечивает устойчивые процессы при несколько меньшем значении максимального отклонения маятника 0.34 рад (см. рис. 3.4). Процессы в непрерывной системе также худшего качества. 
4.7. Дискретизация аналоговых регуляторов, 

полученных частотным методом

В 3.3 предложена процедура синтеза системы стабилизации перевернутого маятника на каретке частотным методом с использованием приема декомпозиции. В результате построена двухконтурная (двухуровневая) система (см. рис. 3.11), обеспечивающая наибольшую область притяжения положения равновесия (см. рис. 3.12 и рис. 3.13). 


Реализуем дискретный вариант регуляторов. Для быстрого контура регулирования положения маятника примем период дискретизации времени 0.001 с:

>> reg1=tf([1/20 1],[1/1000 1]);

>> dreg1=c2d(reg1,0.001)

50 z - 49.37

------------

 z - 0.3679
Sampling time: 0.001

Для второго контура стабилизации каретки выбран регулятор с несколько отличающимися от непрерывного прототипа параметрами:
>> reg3=tf([10 1],[0.1 1])

 10 s + 1

---------

0.1 s + 1

 Подвергнем его дискретизации; для медленного контура стабилизации каретки период дискретизации может быть выбран равным 0.1 с. Как показано в 3.3, частота среза первого и второго контуров отличаются примерно в 100 раз.

>> dreg3=c2d(reg3,0.1)

100 z - 99.37

-------------

 z - 0.3679

Sampling time: 0.1
Таким образом, получим систему цифрового управления непрерывным объектом, где контроллеры работают с периодами дискретизации, различающимися в 100 раз. Модель системы ‘pendulum_freq_discr’ приводится на рис. 4.12. 
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4.12. Модель ‘‘pendulum_freq_discr’

На рис. 4.13 показаны результаты компьютерной имитации при начальных отклонениях маятника 0.3 рад и каретки 1 м.
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Рис.4.13. Процессы в системе с дискретными регуляторами
4.8. Синтез дискретного регулятора по дискретной модели объекта


Подвергнем линейную модель объекта дискретизации для периода 
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с. В случае дискретизации аналогового регулятора, построенного методом пространства состояний, такой период оказался недопустимо большим. 

>> Ts=0.01;

>> dplant=c2d(plant,Ts);

Собственные значения дискретного объекта
>> eig(dplant)

    1.0000

    1.0000

    1.0797

    0.9262

связаны с собственными значениями непрерывного объекта 

>> eig(plant)

         0

         0

    7.6681

   -7.6681

следующим соотношением
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— собственные значения непрерывной и дискретной систем. Известно, что собственные значения матриц связаны тем же функциональным соотношением, что и матрицы
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 — матрицы состояний дискретного и непрерывного объектов. 


Как видно из расположения собственных значений, дискретный объект также неустойчив — двукратное собственное значение на единичной окружности и одно — вне единичного круга. 


Дискретизация не приводит к потере управляемости объекта:

>> [Ad,Bd,Cd,Dd]=ssdata(dplant);

>> rank(ctrb(Ad,Bd))

ans =

     4

Дискретный регулятор будем синтезировать методом пространства состояний по заданным собственным значениям системы. Желаемые собственные значения выберем так, чтобы процессы в дискретной системе не слишком отличались от соответствующих процессов в непрерывных системах. 

При синтезе непрерывной системы были назначены следующие значения

p =

    -1

    -2

    -4

    -7

Теперь вычислим собственные значения дискретной системы по команде
>> q=exp(p*Ts)

    0.9900

    0.9802

    0.9608

    0.9324


Матрица коэффициентов регулятора состояний дискретной системы вычисляется так

>> Kd=place(Ad,Bd,q)

Kd =

   -0.5327  -11.9367   -1.6167   -1.0110


Аналогично назначим собственные значения дискретного наблюдателя. Для непрерывного наблюдателя они были следующими:

po =

    -5

   -10

   -20

   -35

Для дискретного наблюдателя их вычислим 

>> qo=exp(po*Ts)

    0.9512

    0.9048

    0.8187

    0.7047

Они принадлежат единичному кругу, но дальше от границы устойчивости (имеют меньшие модули), что должно обеспечивать быстрейшее затухание процессов в наблюдателе. Матрицу наблюдателя вычислим так:

>> Ld=place(Ad',Cd',qo)'

    0.6264

  -27.2384

 -206.0671

   12.9491 


Дискретный динамический регулятор объединяет регулятор состояния и наблюдатель; его матрицы вычисляются по команде

>> [Ard,Brd,Crd,Drd]=dreg(Ad,Bd,Cd,Dd,Kd,Ld);

>> ddregulator=ss(Ard,Brd,Crd,Drd,0.01);

Последний аргумент команды декларирует период дискретизации.


Анализ по линейным дискретным моделям предполагает проверку собственных значений замкнутой системы

>> dsysc=feedback(dplant,ddregulator);

>> abs(eig(dsysc))

    0.4756

    0.9104

    0.9104

    0.9900

    0.9802

    0.9608

    0.9477

    0.9324

Можно заметить, что замкнутая система имеет в точности назначенные при синтезе регулятора собственные значения, но собственные значения наблюдателя несколько иные. 

Проведем компьютерную имитацию системы «нелинейный непрерывный объект+дискретный линейный регулятор» с целью оценки максимальных отклонений (рис. 4.14). 
Получен положительный результат, заключающийся в том, что по сравнению с дискретизацией аналогового регулятора синтез по дискретной модели объекта дает желаемый результат для периода дискретизации времени в десять раз больше. 


Попытаемся увеличить периода дискретизации до 0.1 с и повторим процедуры анализа и синтеза. 

>> Ts=0.1;

>> dplant=c2d(plant,Ts);

>> abs(eig(dplant))

    1.0000

    1.0000

    2.1529

    0.4645
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Рис. 4.14.  Процессы в системе «нелинейный непрерывный объект+дискретный линейный регулятор» 
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Расположение собственных значений относительно единичного круга сохраняется. Проверим, является ли дискретный объект управляемым
>> [ad,bd,cd,dd]=ssdata(dplant);

>> rank(ctrb(ad,bd))

     4

Дискретизация также сохранила свойство полной управляемости объекта. 


Выберем желаемые собственные значения, опираясь на аналоговый прототип — отобразим их по известной формуле:
>>p =[-1 -2 -4 -7]’;

>> q=exp(p*Ts)

    0.9048

    0.8187

    0.6703

    0.4966

Коэффициенты регулятора состояния равны

>> Kd=place(ad,bd,q)

   -0.2782   -9.3391   -1.2541   -0.5438 

Анализ устойчивости по линейной модели дает те же значения

>> abs(eig(ad-bd*Kd))

    0.4966

    0.6703

    0.8187

    0.9048

Синтез наблюдателя: 

>>po =[-5 -10 -20 -35]’;

>> qo=exp(po*Ts)

qo =

    0.6065

    0.3679

    0.1353

    0.0302
Матрицу дискретного наблюдателя вычислим по команде
>> Ld=place(ad',cd',qo)'; 

Динамический дискретный регулятор
>> [Ard,Brd,Crd,Drd]=dreg(ad,bd,cd,dd,Kd,Ld); 

> ddregulator=ss(Ard,Brd,Crd,Drd);

Укажем период дискретизации

>> ddregulator.Ts;

и вычислим собственные значения дискретной замкнутой системы с динамическим регулятором

>> dsysc=feedback(dplant,ddregulator);

>> abs(eig(dsysc))

   6.7923

    0.8855

    0.8855

    0.9048

    0.8187

    0.6703

    0.4966

    0.4651
Система не устойчива — одно собственное значение находится вне единичного круга. Таким образом, период дискретизации 
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с оказывается недопустимо большим. 
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