1.Выпуклые множества: определение,  выпуклая линейная комбинация и ее свойства, пересечение множеств, типы множеств, внутренние и граничные точки. 

Рассмотрим точки n-мерного множества
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 и составим линейную комбинацию этих векторов
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-свойства вып. лин. комб.  
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 - выпуклая линейная комбинация

Такое множество называется выпуклым, если с двумя крайними точками оно содержит выпуклую комбинацию.
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 - выпуклая комбинация двух линейных  векторов 
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постепенно уменьшаем, в итоге:  
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  что и требовалось доказать
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2.Выпуклые множества: крайняя точка, гиперплоскость, теорема о разделяющей гиперплоскости, опорная гиперплоскость, выпуклая оболочка.

Точка  
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 называется крайней точкой множества, если не существует 
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выполнялось такое выражение:
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На прямой крайних точек не существует!!!

Гиперплоскость — гиперповерхность (в евклидовом n-мерном пространстве), которая задается одним линейным уравнением  
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Произведение координат над гиперплоскостью:
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Теорема о разделяющей гиперплоскости.

Пусть 
[image: image23.wmf]1
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 и 
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 - замкнутые множества. 
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[image: image25]
Случаи, когда теорема не верна:

1) выпукл.

2) замкнут.

3) без общих точек

4) не ограниченное

Посмотрим, что делается, если не выполнено одно из этих свойств:
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не выпукл.                         не замкнут.                
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 - такая плоскость называется опорной в множестве G в точке 
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    - должно находиться с одной стороны гиперплоскости

Выпуклой оболочкой множества 
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 называется такое множество:
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Свойства выпуклой оболочки:

1) Выпуклая оболочка – есть выпуклое множество

2) В выпуклую оболочку G входит выпуклое множество G:   
[image: image39.wmf][
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3) Если множество выпуклое, то выпуклая оболочка совпадает с множеством G
4) Если G -  выпуклое, замкнутое, ограниченное, а G1 – множество его крайних точек, то G является выпуклой оболочкой G1
3. выпуклые функции: определения, свойства линейной формы, свойство суммы выпуклых функций, признак выпуклости дифференцируемой функции.
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Функция называется выпуклой, если для любых (∙) 
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 выполняется неравенство  
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Если неравенство выполняется наоборот, то функция вогнутая.

Если неравенство превращается в строгое равенство, то говорят что функция строго выпуклая (строго вогнутая).

Линейной формой называется линейная функция вида:
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(транспонированная матрица);
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 - такая линейная комбинация называется линейной формой.

Свойства: 

1. Линейная форма 
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 является одновременно выпуклой и вогнутой на 
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Доказательство:

Для любых 2 точек 
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 выполняется неравенство: 
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, что и указывает на принадлежность f(x) к классу выпуклых функций, но не к классу строго выпуклых функций.
2. Если несколько функций  
[image: image56.wmf])

(

x

f

j

 выпуклые на некотором выпуклом множестве, то 
[image: image57.wmf]å

=

=

m

j

j

x

f

x

f

1

)

(

)

(

 тоже является выпуклой функцией.

Доказательство:

Для любых (∙) 
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что и требовалось доказать.

3. Функция дифференцируемая 
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Доказательство:

Из формулы 
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 следует что при 
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 если разложить числитель этой дроби по формуле Тейлора без учета остаточных членов, получим:
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окончательно получим: 
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 - любая внутренняя точка из множества Х.
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4. Выпуклые функции: свойства выпуклости области определения выпуклых функций, свойство глобальности минимума выпуклой функции.

Теорема:
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 - множество точек, удовлетворяющих условиям: 
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 - выпуклое множество;
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. Теорема будет доказана в том случае, если удастся показать что 
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, а в этом случае 
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 выпукло, т.к. вместе с любыми двумя своими точками содержит и выпуклую линейную комбинацию этих точек.. очевидно, что 
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. Из условия 
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 - внутреннее множество.

Теорема :

Если f(x) – выпуклая функция, заданная на выпуклом замкнутом множестве, тогда любой относительный (локальный, местный) минимум является абсолютным минимумом f(x) на 
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Доказательство: ведем от противного. Предположим, что наряду с относительным минимумом в точке 
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. Рассмотрим 
[image: image109.wmf]x
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5.Постановка задачи оптимизации.Классы оптимизационных задач:задачи безусловной оптимизации,условной оптимизации,классические на условный экстремум,выпуклые задачи оптимизации,задачи математического программирования.

Задано множество Х и функция [image: image121.png]#z)



,определенная на Х.Требуется  найти точки mаx или min функции [image: image122.png]#z)



 на Х.Будем записывать задачу на минимум в виде:

[image: image123.png]#z)



→ min, [image: image124.png]


(X,  где

 [image: image125.png]#z)



 - целевая функция; критерий качества; критериальная функция;
Х – допустимое множество; решение; план;
([image: image126.png]


(X – допустимая точка задачи;
Считается что Х[image: image127.bmp] En т.е. задача является конечномерной.
Точка [image: image128.png]


(X называется точкой глобального минимума функции [image: image129.png]#z)



на множестве Х, или глобальным решением задачи, если[image: image130.png]FLEX)



 ≤ [image: image131.png]#z)



 при всех[image: image132.png]


(Х.

[image: image133.png]


(Х  называется точкой локального минимума [image: image134.png]#z)



 на множестве Х, или локальным решением задачи, если существует число [image: image135.bmp] (0,такое что:

[image: image136.png]P S LX) npo brer Z € X[ UL (2%,



где 

[image: image137.png]U (x*)={ef*||z-2%|<e]



 - шар радиуса [image: image138.bmp] (0 с центром в [image: image139.png]


.

Если указанные ваше неравенства строгие при [image: image140.png]


≠[image: image141.png]


,то [image: image142.png]


 называется точкой строгого минимума, т.е.строгим решением, в глобальном или локальном смысле.

Итак, понятно что[image: image143.png]HE®) = min £(5)



,[image: image144.png]


(X и [image: image145.png]arg moy £(E)



,[image: image146.png]


(X. Т.е. точка[image: image147.png]


реализует величину[image: image148.png]=)



=[image: image149.png]B A
S
i



,[image: image150.png]


(X. Множество всех точек глобального минимума[image: image151.png]F(z)



на Х обозначается через[image: image152.png]Aag min LE)={Z ¥ X | LE*)= £}



,[image: image153.png]


(X.

т.е. [image: image154.png]TS /7;;,"; VIETR



.

Аналогично, для задачи максимизации записываем: [image: image155.png]Floi) =max, Z&X



. Ясно что такая задача эквивалентна задаче[image: image156.png]I T



в случаях совпадения множеств глобальных и локальных решений этих задач.

Для задач оптимизации вопрос о существовании решения решает Теорема Вейерштрасса:

Пусть Х – замкнутое ограниченное множество в En.

[image: image157.png]


-непрерывная функция на Х.Тогда точка глобального минимума функции [image: image158.png]


 на Х существует.

Наиболее важные для теории и приложений объекты оптимизации:

а)Реальные – реальный объект, на котором решается задача оптимизации; необходимо чтобы характеристики объекта изменялись значительно медленней, чем происходит процесс оптимизации, иначе это будет экстремальное регулирование.

б)Модельные – задачу оптимизации решают на физической модели объекта.

в)Математические – математические объекты, для которых критериальная функция и множество Х заданы математическими выражениями.

Классы оптимизации задач:

1)Задача безусловной оптимизации

[image: image159.png]f/i) =min,



 т.е. здесь [image: image160.png]i

&7



.

2)Задача условной оптимизации 
[image: image161.png]A7) wmin, zeX, X< E”



, т.е. Х – собственное подмножество пространства [image: image162.png]



3)Классическая задача на условный экстремум

[image: image163.png]F (@)= min, 7 eX



, где [image: image164.png]X:{a‘csf"}%(.@/:a L=t 2yym §



, или в другой записи [image: image165.png]F () =min,



 [image: image166.png]2 (zi=0, i=im



.Здесь явно указывается не само допустимое множество, а система, его определяющая.

4)Выпуклая задача оптимизации

[image: image167.png]//.f);mfn] x eX



, где [image: image168.png]frz)



- выпуклая функция, заданная на выпуклом множестве Х.

5)Задача математического программирования(новейший класс задач на условный экстремум)

[image: image169.png]F (@)= min, 7 eX



, где [image: image170.png]


[image: image171.png](% e Plfi (@)= istia; Jile)=0, &= it §, P<E”



. Или в такой записи

[image: image172.png]F () =min,




[image: image831.png]UHMEDBa/ HEORDEGeeHHOCITIL



 - функциональные ограничения.

[image: image173.png]


- прямые ограничения. Обычно в качестве Р рассматривается множество простой структуры, например координатный параллелепипед[image: image174.png]Prixel”| a; sy 6, j<lin f




Если в такой задаче [image: image175.png]e SR )



- выпуклы, то это задача выпуклого программирования.

6)Задачи линейного программирования

[image: image176.png]Flz)= (T)Z) = min



,[image: image177.png]


[image: image178.png]W



, где

[image: image179.png]()= (E):+



[image: image180.png]



Здесь Х – полиэдр, т.е. [image: image181.png]X={zecP|AZ =€



[image: image182.bmp][image: image183.png]pP<E”



, или в развернутом виде

[image: image184.png]n .
= Ay = min
e



,[image: image185.png]


[image: image186.png]


;
существуют и другие формы записи задач линейного программирования.
6.Классы задач оптимизации: линейного программирования с примерами,квадратичного программирования,дискретного программирования,оптимального управления.

1)Задачи квадратичного программирования

[image: image187.png]Hz)= (E,%)+ (DE, &) =min,



[image: image188.png]


[image: image189.png]R
v




Здесь Х – полиэдр, т.е. множество, задаваемое линейными условиями. Здесь D – симметрическая неотрицательно-определенная матрица размером n х n, т.е.

[image: image190.png]oy ol . o,
D= {du diy oy
CRR T O/ma



, вектор [image: image191.png]


.

2)Задачи дискретной оптимизации(дискретного программирования)

[image: image192.png]Hat)>min, TeX



, где [image: image193.png]


где[image: image194.png]


, причем [image: image195.png]Bycfo,ties. 5,70 0



 [image: image196.bmp] [image: image197.png]


 [image: image198.bmp] [image: image199.png]



Здесь [image: image200.png]


 - некоторое подмножество множества [image: image201.png]] J(i]
921
2 fell



.

Если[image: image202.png].7(2{4,2

¥



, то имеем задачу целочисленного программирования.

3)Задачи оптимального управления

Постановка этих задач сложнее постановки рассмотренных ранее, поэтому рассмотрим сначала содержательный пример.

Задача о строительстве дороги
Требуется проложить дорогу по неровной местности между двумя пунктами. Затраты на строительство пропорциональны количеству завезенного и вывезенного с трассы грунта. Пусть Т – длина дороги, с(t)- известная высота местности в точке на расстоянии [image: image203.png]ZeloT]



от начального пункта трассы. Определить функцию [image: image204.png]X



, описывающую высоту дороги в каждой её точке[image: image205.png]ZeloT]



, при которой затраты на её строительство минимальны. При этом наклон(уклон) дороги в любой точке трассы не должен быть больше [image: image206.bmp], т.е.[image: image207.png]2&)lse,



[image: image208.png]pr € € lo 7]



. Скорость изменения наклона дороги не должна превышать константы[image: image209.png]Ce, ve, | 2%)) <6, s t&logd




Уровень дороги в начальном и конечном пунктах определяется выражениями[image: image210.png]X(0)=a, x(T)=¢



.Тогда математическая формулировка задачи такова: минимизировать[image: image211.png]4 =
Sl -coe)|at



 при условиях

[image: image212.png]|2@)| < b, ¢t €l0,7],

[Z&)1 <8, ¢ cro7]
Foo)=a,
% (T)




Параметром управления здесь является объем грунта, вывезенный или завезенный в точку трассы на расстоянии t от начального пункта, т.е. величина, пропорциональная [image: image213.png][ttr-c ) |



.

Перейдем теперь к общей постановке задачи оптимального управления. Движение управляемого объекта описывается системой дифференциальных уравнений  [image: image214.png]


,[image: image215.png](- ¢(z,84)



, где [image: image216.png]T = («, Xy, ey 0, )7



 - где [image: image217.png]&, (B, Xn (£})



- n-мерный вектор координат расстояния объекта, или фазовые координаты.

[image: image218.png]BB)= (), 43 (8)y .., 4, 1))



 - n-мерный вектор управления. t- время. [image: image219.png]Feltiteysfn)



 - n-мерный вектор функций. 

Движение объекта подчинено начальным условиям:[image: image220.png]Elto) € o (B0)



,конечным условиям [image: image221.png]EIT) e S(T)



, и ограничениям на фазовые координаты(фазовым ограничениями)[image: image222.png]Zl)eX(t) telts, Tl /‘f"f(kh,m



. Кроме того, заданы ограничения на управление:[image: image223.png]2l) e UG, ¢ €lto, T1.




[image: image224.png](telt,T):



. Здесь [image: image225.png]{to, 7



 - отрезок времени, на котором происходит управление системой. [image: image226.png]So (0], S(T), X(#), U(¢)



 при каждом t  - заданные множества из пространств соответствующих размерностей.

Итак, в этих задачах в качестве элементов, на которых ведется минимизация, выступают функции. Эти задачи относятся к классу задач оптимизации в бесконечномерных функциональных пространствах. Итак, общая модель такова:

[image: image227.png]- T
1(2)= 11, (z ), Gl 2) 4 ¢ P(E(T),T) =
° Ee=f(zat),
F )€ Co (be),
=(T)es (T),
mi) e X (6), t €47,
Za)eU (4, t €lto, 2l




Здесь функционал – это аналог функции цели в конечномерных задачах.

7.Условия экстремума одномерных функций без ограничений.
Стандартные определения локального и глобального решений достаточно нечеткие, и не удовлетворяют например таким функциям: [image: image228.png]oiin ) ke X e




[image: image229.png]


[image: image230.bmp][image: image231.png]



[image: image832.png]fi/

X2

~——=




Теорема Вейерштрасса(достаточное)

Любая непрерывная функция, заданная на замкнутом ограниченном множестве достигает своего минимума во внутренней или граничной точке множества.

Необходимое условие I-го порядка(минимум функции в точке[image: image232.bmp])
[image: image233.png]2775 :
Zi5hens
k=0



- условие стационарности. [image: image234.png]



Необходимое условие II-го порядка(наличие min в точке[image: image235.bmp])

[image: image236.png]-5




Достаточное условие II-го порядка(наличие min в точке[image: image237.bmp])

[image: image238.png]


 [image: image239.png]TR Z T .




Бывает что 2-ая производная = 0, тогда используют аппарат старших производных:

Допустим что в [image: image240.bmp][image: image241.bmp]k производных функции[image: image242.bmp], причем [image: image243.png]Z(E) ) =i = AT
T T Jidas



. Если k четное и [image: image244.png]e
@/ >
Vel



,то в точке[image: image245.bmp] находится локальный минимум функции; если k нечетное,то ничего сказать нельзя.
8.Условия экстремума многомерных функций без ограничений. Вид знакоопределенности квадратичной формы.
[image: image833.png]it/

x7

xor  xo?

X2




- Необходимое условие
[image: image246.png]ed Iz =0
AE A
AT T )




[image: image247.bmp]- стационарная точка.

Матрица Гёссе:

[image: image834.png]


Если Н неотрицательно определена, т.е.  положительно определена или положительно полуопределена, то в исследуемой точке функция является строго выпуклой или просто выпуклой. Если Н неположительно определена, т.е. отрицательно определена или  отрицательно полуопределена, то в точке функция строго вогнутая или просто вогнутая.

Рассмотрим общий случай: [image: image248.png]



[image: image249.png]1



и разложение в ряд Тейлора эту функцию в точке[image: image250.bmp]:

[image: image251.png])= L a0 amy Fam va/’/i*ﬂ



[image: image252.png]HE 5 Ol




[image: image253.png]A Bz O .0 infiaes AE O




Перенесем [image: image254.png]2"



 в левую часть:

[image: image255.png]Sk Pl )= VR AE ¢ Law Uz 5%



 при [image: image256.bmp]
[image: image257.png]A - ‘,{ 4% HaZ



. Если мы перенесем начало координат в точке[image: image258.bmp]:

[image: image259.png]


.[image: image260.png]U EREN S



 - квадратичная форма.

Поведение функции полностью определено знакоопределением Н. 

Для произвольной[image: image261.png]


:

Угловыми главными минорами [image: image262.png]B Lz
ARy a ] L 4,,/



 будем обозначать[image: image263.png]AT R RIS N N



.Просто главные миноры[image: image264.png]b, A

A 5l



(получаются при вычёркивании одноименной строки и столбца)

[image: image265.png]A,
(s,

Qs
Oy

|



[image: image266.png]



Матрица Гёссе положительно определена только если все[image: image267.png]



Матрица Н положительно полуопределена только если [image: image268.png]AR O AT




где [image: image269.bmp]- ранг Н, а [image: image270.png]



Матрица Н отрицательно определена только если в ряду [image: image271.png]Ay
A5

A bk



 наблюдается строгое чередование знаков.

Матрица Н отрицательно полуопределена только если в ряду [image: image272.png]A W A NN P



 наблюдается наблюдается строгое чередование знаков, где [image: image273.bmp]-ранг, а[image: image274.png]



Матрица Н является неопределенной если в ряду[image: image275.png]


 нет строго чередования знаков, но отрицательные элементы присутствуют.
9.Классическая задача условной оптимизации, метод неопределенных множителей Лагранжа(необходимые условия экстремума)

Задача условной оптимизации:

[image: image276.png]l) AL2) = poin
(2] f (¢/‘w, [:/-

477‘7ce}< {1‘9‘(4 D,Lw»-\\g
V4= T




Метод неопределенных множителей Лагранжа
Необходимо [image: image277.png]


(якобиан). Точка [image: image278.bmp]- полный дифференциал функции в этой точке = 0.

[image: image279.png]e Ty -

37





Эти дифференциалы связаны следующими зависимостями, которые получаются из (2), если разложить их в ряд Тейлора и ограничиться свободным членом I-го порядка.

[image: image280.png]@K




Домножим  любое выражение из (4) на неопределенный множитель [image: image281.bmp] и затем (3)+(4).

[image: image282.png](5) 2( 7#127,71 99./4'»/ ,71&/*' dﬂ

S O
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Чтобы оптимальное решение находилось в точке [image: image283.bmp] необходимо выполнение условия (5)

[image: image284.png]i) Pz, 5 Bz
L I





Система (6) имеет единственное решение в точке [image: image285.bmp]:[image: image286.png]


.Это следует из того, что якобиан этих функций ограничений[image: image287.bmp]. К системе (6) мы должны добавить необходимое условие [image: image288.png]/;,zféfA 95,5
2 B s





Для решения задачи (1)-(2) формируется функция Лагранжа:

[image: image289.png]CSUATCRASE A e P EREEET



. Для всего  набора (n+m) неизвестных выписывается условие стационарности: [image: image290.png]/f/ﬂ £/ T[]
.7
7,;1*/ :
Za V. [
fl?yy,’i/
- 0
=l

o) 2
’?ﬂ
=0
D
=)




Решая (9)-(10) находим набор стационарных точек для исходных функций.
10.Геометрическая интерпретация множителей и метода Лагранжа, достаточные условия экстремума, седловые точки, решение задач с ограничениями-неравенствами классическим методом Лагранжа

[image: image835.wmf](
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Задача (8)(9)(10) дает возможность найти стационарные точки. Привлекаем аппарат вторых производных для анализа поведения функции в этих стационарных точках.

В любых [image: image291.png]Br

i

S



,численно[image: image292.png]1(E Tyt



 в каждой такой точке. Нас интересует  изменение значения функции Лагранжа при изменении [image: image293.bmp]:

[image: image294.png]Al gl o T~ L

VT ﬂ
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Точка [image: image295.png]Vet g



 называется седловой точкой функции если для неё выполняется например такое соотношение:

[image: image296.png]F UMM SAEME L A
.{{x#} ‘





Стратегическая седловая точка функции Лагранжа [image: image297.png]


, если выполняется 

[image: image298.png]LR E A T S E ST R



.
11. понятие о численных методах оптимизации

В любом численно методе так или иначе выбираются точки в пространстве  которые являются последовательными приближениями к х* (решению задачи) В каждой точке выполняются определенные вычисления и получаются результаты y.

Алгоритм считается заданным если

1) задана последовательность точек вычисления

2) определены какие вычисления выполняются в каждой точке

3) задано условие остановки алгоритма

если метод при своей работе использует только значения функции цели и функций ограничений, то такой метод называют методом первого порядка. Если дополнительно используются значения n-ых производный то это метод n-го порядка.

Методы подразделяются на пассивный и последовательный поиск.

В методе пассивного поиска все точки задаются заранее до начала работы алгоритма. При последовательном поиске очередная точка определяется после того, как была определена предидущая.

Любой  численный алгоритм задается простой формулой: 
[image: image299.wmf](
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[image: image300.wmf](
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k

h

- определяет направление шага, константак 
[image: image301.wmf]k

a

 определяет длину шага.

Численные методы подразделяются на конечношаговые и безконечношаговые.

[image: image836.wmf](
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Конечношаговые – это методы линейного и квадратичного программирования, остальные безконеяношаговые. Важной характеристикой для безконечношаговых методов ябляется сходимость. Говорят что метод сходится если 
[image: image302.wmf](
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, часто говорят что метод сходится по функции если 
[image: image303.wmf](
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. Последовательность точек 
[image: image304.wmf](
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 называется минимизирующей (релаксирующей) последовательностью. Сходимость алгоритма часто оценивается с помощью скорости сходимости. Метод сходится линейно ( слинейной скоростью ) если для него можно подобрать q от (0,1) и некоторое число ko – номер операции при котором выполняется: 
[image: image306.wmf](
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2) говорят что метод сходиься со сверхлинейной скоростью если для него выполняется соотношение: 
[image: image307.wmf](
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3) с квадратичной скоростью если можно подобрать некоторое константу с>0 при которой выполняется соотношение
[image: image308.wmf](
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Используются следующие условия остановки работы алгоритма:

1) 
[image: image309.wmf](
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2) 
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)

(

)

(

)

(

)

2

1

||

||

e

£

-

+

k

k

x

f

x

f


3) 
[image: image311.wmf](
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Эти же условия остановки обычно записываются так: 

1) 
[image: image312.wmf](
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2) 
[image: image313.wmf](
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3) 
[image: image314.wmf](
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Точка х* является локально устойчивой если к ней сходится любая минимизируящая последовательность.

Количественной характеристикой качества решаемой задачи является число обусловленности: 
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 где 
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, понятно что 
[image: image317.wmf]m

>=1 если 
[image: image318.wmf]m

примерно равно 1 то говорят что задача хорошо обусловлена, т.е ее линии уровня представляют собой концентрические окружности. Если 
[image: image319.wmf]m

 >>1 то линии уровня сильно вытянулы в одних направлениях и слабо в других.

12. одномерный пассивный поиск.

[image: image837.png]X2
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Унимодальные функции(имеющие единственный минимум на заданном интервале). Вычисление значения функции в точке называется эксперимент. По результатам любой пары экспериментов на исходном интервале можно сузить исходный интервал и возможны 3 исхода: 
Эффективность поиска определяется стратегией расположения экспериментов. Интервалом неопределенности называетмя интервал возможных значений х в которых с гарантией находится точка минимума функции.

Пусть для f(x) выполнено N экспериментов х1,х2,…,xn олгда длинна интервала неопределнности рассчитывается: 1)
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Пессимистическая оценка длинны интервала неопределнности: 
[image: image322.wmf](
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Принцип выбора оптимальной стратегии (принцип минимакса) в качестве оптимальной надо выбирать стратегию, приводит к минимуму значению максимальной длинны интервала неопределнности т.е к минимуму значения пессимистической оценки длинны интрвала неопределенности. 
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-оптимальная стратегия поиска.
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 эта стратегия не может дать результата хуже чем 
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1) n-четное число экспериментов тогда


[image: image326.wmf](

)

}

2

2

1

{

2

2

1

1

1

2

1

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

+

+

=

k

k

n

k

x

n

L

k

n

e

e

e

)

)

 где […] – выделение целой части а 
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-минимально возможно расстояние на котором еще различимы f(x1) И  f(x2)

2) (n+1) – нечетное число экспериментов 
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13. метод дихотамии метод свена

Эксперименты проводим парами, 
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2) метод свена (медод грубого поиска или метод удвоения интервалов) предназначен для первоначального сужения исходного интервала перед применением более сложных методов поиска. 
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14. метод Фибоначчи метод золотого сечения.

[image: image840.png]


1)метод Фибоначчи: в этом методе на первой итерации проводится 2 эксперимента а на каждой последующей итерации добавляется 1 эксперимент, причем эксперименты располагаются симметрично на расстоянии <0.5
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 на последней итерации два последних эксперимента располагаются на расстоянии 
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. Заранее рассчитывается n исходя из точности 
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 n находим из 
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2) метод золотого сечения.

n-заранее не определяется 
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- единственное начальное условие

[image: image842.png]



[image: image338.wmf]382

.

0

1

618

.

0

1

2

2

1

1

1

1

1

=

-

=

=

=>

+

=

<=>

+

=

-

+

-

-

-

t

t

t

t

t

j

j

j

j

j

j

L

L

L

L

L

L



[image: image339.wmf]1

-

=

n

n

L

t


Метод Фибоначчи и метод золотого сечения обладают линейной скоростью сходимости.
15. методы оценивания с помощью квадратичной аппроксимации.

1)метод однократного оценивания: f(x)- унимодальная непрерывная достаточно гладкая, тогда ее в ограниченном интервале можно аппроксимировать некоторой квадратичной функций а затем искать минимум этой квадратичной функции.
Есть 3 точки: x1, x2,  x3 соответственно f1, f2, f3 потребуем чтобы в этих точках значение 
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2)метод последовательного оценивания (метод пауэла): 

    а) Предварительный.

Выбираем начальную точку х1 и шаг поиска 
[image: image342.wmf]x
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, рассчитываем f(x1) если 
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   б) переназначаем х1 х2 х3 в естественном порядке и (если надо заного вычисляем f1 f2 f3). Далее выбираем 
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 и соответствующий 
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затем по методу однократного оценивания проводим квадратичную аппроксимацию х1 х2 х3 и находим очередную точку приближения 
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проверяем если 
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то заканчиваем работы и 
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будут решением, иначе переходим в шаг в)

  в) выбираем наилучшую из 
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и 2 точки по обе стороны от нее(из числа имеющихся) и уходим на шаг б).

замечание:  на первой итерации алгоритма точка 
[image: image350.wmf]x
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может оказаться далеко за х3 или далеко перд х1 и тогда ее невозможно окружить 2-мя точками, тогда надо применить метод свена и используя 
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провести несколько шагов из 
[image: image352.wmf]x
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, затем снова на шаг б)

методы квадратичной аппроксимации обладают суперлинейной скоростью сходимости.

16) метод средней точки метод касательных метод секущих

1) метод деления интервала пополам ( метод средней точки): 
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по знаку f
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 определяем неперспективную половину, в оставшейся находим середину и вычисляем 
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. Условие остановки: 
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2) метод касательных (метод Ньютона): Решение гарантировано если f(x) строго выпукла (
[image: image356.wmf](
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, работа происходит в координатной системе 
[image: image358.wmf](

)

x

x

f

,

'

.

Выберем х0 и выполним начальную аппроксимацию т.е. разложим f '(x) в ряд Тейлора:
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Условие остановки: 
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[image: image844.png]


Геометрическая интерпретация:

Если аналитического выражения для производной не существует тогда пользуемся разностными выражениями: 
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, где g- даза оценки 
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3) метод секущих: более универсальны (не надо искать 2 производную) работает в том числе и на невыпуклых функциях, но для гарантии решения требует чтобы для невыпуклых функций знаки производных были различны в очередных 2-х точках 
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Запишем уравнение для секущей: 
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, находим 
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проводим очередную секущую через точки 3 и 1 если 
[image: image366.wmf](

)

0

'

2

>

x

f

то очередную хорду проводим через 3 и 4.

 условие остановки: 
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17) метод поиска по симплексу(
[image: image368.wmf]метод

S
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) 1962 год , Нелдер и Мид 1965.

Симплекс – это многогранник в n-мерном пространстве, образованный n+1 вершинами, стоящих на равном расстоянии друг от друга.
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Процедура отражения любой вершины симплекса, т.е перенос некоторой вершины симплекса по прямой, проходящей через эту точку и через центр тяжести остальных вершин на некоторое расстояние(т.е используя свойство симплекса что на любой его гране можно построить новый симплекс.

xn1-нормальное отражение, xn2-растяжение симплекса

Применительно к k-ой итерации

1) если надо, переобозначаем вершины 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

x

k

x

k

x

n

,...,

,

1

0

так чтобы оно удовлетворяло 
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2) Найдем центр тяжести остальных вершин 
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3) Вычислим пробную точку для нормального отображения 
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Случай 
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 вершиной заменяем 
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Случай 
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 то направление перемещения в 
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 перспективно и тогда следует проверить случай растяжения симплекса в этом направлении 
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 если 
[image: image381.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

u

f

k

v

f

<

 то 
[image: image382.wmf](

)

k

u

 удаляем и заменяем ее на 
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и уходим на начало (к+1) итерации.

Случай 
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 :если 
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  вычисляем пробную величину
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Если 
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 то поиск удачен и вершиной 
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 заменяем вершину 
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и уходим в начало (к+1) итерации.

Условие остановки: 
[image: image393.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

e

£

þ

ý

ü

î

í

ì

+

-

+

å

=

2

1

1

2

0

1

1

1

n

i

i

k

x

f

k

x

f

n


Процедура построения начального симплекса: 
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Если некоторая вершина не исключается к М-ой итерации то текущий симплекс заменяется новым с вершиной 
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18) метод поиска Ху-ка Дживса.

Если из 
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Первая процедура: исследующий поиск. 
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Вторая процедура: поизк по образцу 
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Алгоритм:

Подготовительный этап: 1. 
[image: image407.wmf](

)

0

1

,

,

1

,

0

>

>

=

D

e

a

n

j

x

x

j


Шаг 2: в последней из найденных базовой точке 
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Шаг 3: если 
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Шаг 4: выполняем поиск по образцу 
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 затем проводим в найденной точке исследующий поиск и получаем 
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[image: image418.wmf](

)

k

x

 н обозначаем ее как 
[image: image419.wmf](

)

1

-

k

x

и уходим на шаг 3.

19. метод сопряженных направлений Пауэла.

Предназначен для минимизации функций: 
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На первых (n-1) итерациях находится совокупность направлений в пространстве 
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 и на n-ой итерации выполняется последующая минимизация в этих направлениях. Фактически переходим в новую систему координат, оси которой совпадают с осями квадратичной функции  
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Работает для любых направлений. Докажем что 
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Это свойство для квадратичной функции называется построением параллельног оподпространства.
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Обычно выходят из одной начальной точки
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Алгоритм:

1. задаем начальную точку 
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2. строим текущюю линейку направлений поиска(в начале 
[image: image428.wmf](

)

(

)

(

)

n

S

S

S

,...,

,

2

1

), затем из последней точки эксперимента делаем (n+1) последовательных шагов минимизации функции в направлениях 
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3. определяем новое сопряженное направление 
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4. формируем очередную линейку направления поиска 
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 и в конец дописываем очередное сопряженное направление и выбрасываем первое
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со 2-ой итерации выполняем (n+1) шагов последовательного поиска в направлениях 
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, и теперь рассмотрим n задач последовательной минимизации, в результате получим решение задачи.

Сходимость – суперлинейная.
20.Градиентные методы: с постоянным шагом, с дроблением шага.
Градиентный метод с постоянным шагом.
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Если выбирать малые 
[image: image442.wmf]a

, метод надёжно приводит в точку 
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. Иначе метод может заканчиваться неудачно.
Градиентный метод с дроблением шага.

В методе длина шага постепенно уменьшается по мере приближения к точке 
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. На каждой итерации шаг выбирается таким образом, чтобы для него выполнялось соотношение:
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Выбирается шаг достаточной величины и проверяется выполнение соотношения. Если выполняется – делаем уменьшение. Если нет – дробим шаг, пока соотношение не начинает выполняться.
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Если 
[image: image455.wmf])

(

x

f

 такая, что для нее существует постоянная Липшица 

(для которой:
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21. Метод наискорейшего спуска, метод покоординатного спуска, сходимость градиентных методов.

Метод Коши (наискорейшего спуска)
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 выбирается оптимальной величиной, обеспечивающей достижение min функции при движении в направлении 
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Геометрическая интерпретация:

          X2
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Градиентный метод покоординатного спуска.

Движение вдоль какой-либо оси на каждом шаге.
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- спуск по всем направлениям;

Где 
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- столбец с нулями на всех местах кроме i-ого, на нем 1.

[image: image476.wmf]n

s

k

,

1

....

2

,

1

,

0

=

=

k – число внешних итераций;
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Если 
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Если 
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выбирается оптимальной длинной,  то имеем покоординатный спуск, называемый методом Гаусса – Зейделя.
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Геометрическая интерпретация:

                    X2
[image: image856.jpg]S,
PN SR S



                

            
[image: image481.wmf])

3

(

x

           
[image: image482.wmf]*

x


                               
[image: image483.wmf])

1

(

x

      
[image: image484.wmf])

2

(

x

                                                   
                                
[image: image485.wmf])

0

(

x

                                                                                      
                    X1
Теоремы о сходимости градиентных методов:

1. Если f(x) ограниченно снизу и ее градиент удовлетворяет условию Липшица, т.е. выполняется соотношение: 
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 удовлетворяет соотношению из градиентного метода с дроблением шага: 
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То тогда справедливо, что 
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Условие остановки: 
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2. Если f(x) является непрерывно дважды деференцируемой функцией, для которой выполняется соотношение : 
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то она называется сильно выпуклой функцией. Тогда для процесса 
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, то для начальной точки 
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Для скорости сходимости справедливы зависимости:
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M и m: равномерные по х оценки сверху и снизу, наибольшее и наименьшее  собственные числа матрицы 
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. В качестве приближения можно взять собственные числа 
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22. Градиентный метод с масштабированием переменных.

(Для f вида 
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В случае когда g<<1 задача является хорошо обусловленной и решается достаточно быстро. А если M и m сильно отличаются друг от друга и g≈1, то задача является плохо обусловленной и требует большого числа итераций.

На примере:
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  тогда выполняют замену переменных:
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Для более сложных функций, компоненты 
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 пересчитываются на каждом шаге , по формуле 
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23. Эвристические схемы градиентных методов.

Эвристический метод с переключающимся алгоритмом.

Применяется для функций со сложной топографий линий уровня. Состоит из 2 процедур:

1. Принимаем некоторое 
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2. Устанавливаем некоторое 
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, в результате будим двигаться в направлении вдоль оврагов. На практике такие процедуры чередуют.
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Метод Гельфанда ( обладает линейной скоростью сходимостью)
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24. Оптимизация многомерных функций методами второго порядка.

В методах второго порядка производиться квадратичная аппроксимация. Практически за один шаг обрабатывают любую квадратичную функцию. Для более сложных больше.

Метод Ньютона:
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Квадратичная скорость сходимости. 

Метод Ньютона – Фафстона ( модифицированный метод Ньютона с регулированием шага)
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Релаксационная последовательность.

25. Метод сопряженных градиентов.

Метод Флетчера-Ривса
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Направления S были взаимносопряженными.
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Длину шага выбирают оптимальной и для любой квадратичной функции:
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Для более сложных функций:
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Алгоритм:

1.Задаем 
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2.k-ый шаг. Попадаем первый раз с параметрами . Вычисляем оптимальную длину шага.
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3.Осуществляем проверку.

Вычисляем:


[image: image548.wmf])

(

)

(

)

1

(

)

1

(

+

+

¢

k

k

x

f

x

f


Проводим проверку на остановку алгоритма. Если  
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4.Вычисляем коэффициент
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Вычисляем 
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 и переходим к п.2 алгоритма.

Для любой квадратичной функции дает гарантированное решение за n шагов(суперлинейная сходимость). Алгоритм первого порядка, т.к. нет вторых производных.

Для более сложных функций после каждой n итерации работу алгоритма нужно повторять в кол-ве 
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 для нового повторения брать последнюю точку из пред. работы алгоритма.
26. Теорема Куна-Таккера, доказательство достаточности.
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(1),(2) задача выпуклого программирования, т.е. 
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явл. выпуклыми функциями.
Условие регулярности Слейтера
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n-мерный объем (Х)


[image: image558.wmf]m

i

x

g

x

f

i

,

1

),

(

~

),

(

=

 - являются выпуклыми функциями.

Функция Лагранжа:
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Теорема

Для того чтобы 
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 являлся оптимальным вектором задачи (1),(2) необходимо и достаточно:
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Док-во: Достаточность

Считается, что (4) выполняется для 
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Является допустимым решением задачи (1)-(2).

Левое (∆) выполняется и при 
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С учетом этого 
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точка глобального min, т.е. оптим-я.
27. Теорема Куна-Таккера, доказательство необходимости.
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(1),(2) задача выпуклого программирования, т.е. 
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явл. выпуклыми функциями.
Условие регулярности Слейтера
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n-мерный объем (Х)
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Функция Лагранжа:

(3)
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Теорема

Для того чтобы 
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 являлся оптимальным вектором задачи (1),(2) необходимо и достаточно:
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Док-во: Необходимость

Считаем, что 
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 является оптимальным решением задачи (1)-(2),необходимо найти:


[image: image594.wmf]0

*

³

l

, при котором выполняется (4)

Построим 2 вспомогательных множества точек:
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[image: image597.wmf])
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Разделяющую эти множества, для которой применительно к 
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Пусть 
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Подставим в (6) и получим:
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Допустим, что это не так, т.е. 
[image: image609.wmf]0

0

=

V

, тогда из (7) 
[image: image610.wmf]Þ

что


[image: image611.wmf]å

=

Î

"

³

m

i

i

i

X

x

x

g

V

1

,

0

)

(

~

,но этого не может быть, т.к. 
[image: image612.wmf]0

,

0

¹

³

V

V

, т.е. хотя бы один компонент 
[image: image613.wmf]0

ñ

i

V

, но при этом в Х есть хотя б одна 
[image: image614.wmf]x

, в котором по условию Слейтера:


[image: image615.wmf]m

i

x

g

i

,

1

,

0

)

(

~

=

á


Значит наше предположение не верно 
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Тогда (7): 
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А значит оно справедливо и для 
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(10) 
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Запишем (13) с учетом (11):
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Объединим (12) и (14):
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28. Развитие и обобщение метода Лагранжа, общая теорема математического программирования.

Развитие метода
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являются выпуклыми непрерывно дифференцируемыми функциями.

Найдем набор необходимых условий для того, чтобы 
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 (необходимое условие)
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Окончательно весь набор необходимых условий:
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Обобщение метода
Задача вида:

Выпуклые 
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Найдем набор необходимых условий:

Добавим 
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Из (4) следует, что 
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Из (5) следует, что в (.)
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выразим из предыдущего пункта:


[image: image664.wmf]m

i

y

m

i

x

g

x

f

i

i

i

,

1

,

0

;

,

1

),

(

~

)

,

(

*

*

*

*

=

³

=

=

¶

¶

l

l


Таким образом
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Тогда (9) с учетом (5) дает
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Окончательно объединим (1),(2),(3),(8),(9),(10) получаем набор окончательных условий для седловой точки:
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ОТМП
Для того, чтобы точка 
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|| Если функция и множество строго выпуклые эти условия достаточные.
35. Методы Штрафных функций.

Min f(x) решение такой задачи заменяется на решение бесконечной последовательности задач безусловной оптимизации следующего вида: 
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- идеальная функция штрафа. В зависимости от вида исходной задачи существуют 2 метода штрафных функций.

1) Метод внутренних штрафных функций (барьерных функций).
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Находим минимум с гарантией, т.к f(x) и 
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Задача: min f(x) где f(x) – выпуклая функция 
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Алгоритм:
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2) Решаем последовательность задач безусловной оптимизации 
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     2) Метод внешних штрафных функций

Этим методом удобно решать следующие задачи 
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Решение задачи начинается из недопустимой точки 
[image: image691.wmf]X

x

Ï

.

Сушествует 2 вида функции штрафа:
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отсекающая все отрицательные значения: 
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В методе внутренних штрафных функций мА начинаем из 
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В методе внешних штрафных функций работа начинается из недоступной точки и решаем задачу 
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[image: image699.wmf](

)

(

)

0

~

>

k

i

x

g


Алгоритм:

1) 
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, задаем условие остановки

2) решаем последовательность задач бузусловной оптимизации 
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36. методы случайного поиска

В этих задачах намеренно вводится элемент случайного выбора исходных параметров.
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- вектор случайных величин.

1) Медод случайного поиска с возвратом при неудачном шаге.
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Условие остановки: если 
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2)алгоритм наилучшей пробы

Многократная случайная выборка 
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3)алгоритм статического градиента. 
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Усредняем 
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4)алгоритм случайного поиска с покоординатным обучением.

В предыдущих алгоритмах не учитывались результаты предидущих ходов, разумно былобы учитывать , т.е целенаправленно изменить распространение случайных волн => такой алгоритм является само обучающимся.
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Алгоритм:

1) На первом шаге нет обучения т.е 
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2) На 2-м шаге тоже нет обучения. 
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3) Начиная с 3-го шага выполняется самообучение алгоритма 
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Выбираем сами параметры:
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- параметр интенсивности запоминания предидущего опыта( чем он выше тем сильнее память алгоритма)
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- параметр скорости обучения (чем он выше тем быстрее обучаемость)

Если хоть один из параметров = 0 то алгоритм не обучается

4) Если 
[image: image732.wmf]переход 
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удачен то на очередном шаге вероятность выбора направления 
[image: image734.wmf](
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увеличивается иначе уменьшается .
46.распределительный метод решения транспортной задачи.
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- множесво НБП опорного плана
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множество БП опорного плана
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множество переменных с которым НБП входят в выражение для линейной формы задачи 
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Алгоритм симплекс метода для решения задачи минимизации линейной формы:

1) Находим начальный опорный план задачи (методом С-З угла например)  и заполняем таблицу 
[image: image739.wmf]j

i

,

g

-суммы стоимостей.

2)Для ТЗ строим циклы пересчета всех свободных клеток и находим 
[image: image740.wmf]j
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, при этом учитывая что 
[image: image741.wmf]j
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 берется в симплекс методе с учетом ”-” перед скобками. Т.о. если все 
[image: image742.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image743.wmf]j
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>=0 то наблюдаемый опорный план оптимален и переходим к 6)
(3) линейная форма ТЗ всегда ограничена

4) Выбираем НБП 
[image: image744.wmf]j
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x

,

для которой сумма стоимостей по циклу пересчета 
[image: image745.wmf]0
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, строим соответсвующий ей цикл пересчета и среди БП, отрицательно означенных, находим ту значение которой минимально 
[image: image746.wmf]l
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5) осуществляем сдвиг НБП 
[image: image747.wmf]j
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на велечину 
[image: image748.wmf]l
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, при этом мы перейдем к новому опорному плану в котором переменная 
[image: image749.wmf]j
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станет БП а 
[image: image750.wmf]l
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,

НБП. Перейти к п.2

6) найденный опорный план оптимальный. выход 
Пример из другого источника:
Сущность распределительного метода состоит в том, что для каждой свободной клетки находится цикл, в который входят, кроме неё, только заполненные клетки. С помощью этого цикла определяют, на сколько изменятся транспортные расходы, если ввести в свободную клетку единицу груза. Эта величина kij называется индексом свободной клетки (i, j). Если kij < 0, то в клетку вносится максимально возможная перевозка (она равна минимальной перевозке в «отрицательных» клетках цикла), а если kij ≥ 0, то маршрут (i, j) использовать не стоит и проверяется следующая клетка. Процесс заканчивается, когда выясняется, что для всех свободных клеток kij ≥ 0.
Оптимальный план следует искать среди планов, в которых заполненные клетки не образуют циклов. Обычно в транспортной задаче число заполненных клеток в точности равно m + n – 1, и цикл можно построить единственным образом (например, в рассмотренной задаче число заполненных клеток равно 3 + 4 – 1 = 6). Если включить в цикл свободные клетки со знаком «+», то после изменения плана в нём может оказаться больше m + n – 1 заполненных клеток и план будет содержать циклы. 
Методы получения первого ДБР ТЗ:"Метод северо-западного угла (диагональный) ". На каждом этапе максимально возможным числом заполняют левую верхнюю клетку оставшейся части таблицы. Заполнение таким образом, что полностью выносится груз из Аi или полностью удовлетворяется потребность Вj.
"Метод наименьшего элемента ". На каждом этапе заполняют клетку оставшейся части таблицы с наименьшим тарифом.

47.метод потенциалов для решения ТЗ.

Дана задача (1) (2) (3) (4)

Изменим 
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, построим двойственную к ней задачу 
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) огранечений типа 
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, согласно второй теореме двойственности для оптимизационных прямой и двойственной задач выполняется соотношения 
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, если 
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 то обязательно должно быть выполнено 
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, если 
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тогда требуется чтобы 
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, В любом ДБР сбалансированной ТЗ (n+m-1) БП а остальные НБП, БП те у которых 
[image: image761.wmf]0

*

,

³

j

i

x

 тогда для них 
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и решая эту систему присваиваем например 
[image: image763.wmf]0
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получаем однозначно все потенциалы и соответственно 
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Алгоритм:

1) находим начальной опорный план ТЗ и вносим его в таблицу перевозок

2) составляем систему и вычисляем потенциалы соответсвующие данному плану.

3) вычисляем
[image: image765.wmf](
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 для все НБП если все 
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то перходим у п.6.

4) выбираем НБП для которой 
[image: image767.wmf]0
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, строим ее цикл пересчета и находим БП соответсвующие отрицательно означенным вершинам цикла, ту значение которой минимально 
[image: image768.wmf]l
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5) производим сдвиг по циклу пересчета НБП 
[image: image769.wmf]j
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x

,

на величину 
[image: image770.wmf]l
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. При этом мы перейдем к новому опорному плану в котором 
[image: image771.wmf]j
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станет БП а 
[image: image772.wmf]l
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- НБП перейти к п. 2.

6) Закончить работу, т.к наблюдаемый план является оптимальным.

48. усложненная постановка транспортной задачи. Метод решения транспортной задачи по критерию времени.

1) несбалансированная ТЗ, когда запасы превышают потребости

Такая задача должна быть приведена к сбалансированному виду и может быть решена методом потенциалов.

Приводим: 1) введем дополнильный фиктивный (n+1) пункт назначения с величиной запасов 
[image: image773.wmf]0
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2) записываем: 


2) вводим (m+1) фиктивный пункт отправления с 
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3) 
[image: image775.wmf]å
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 для i ПО весь груз должен быть вывезен реальным потребителем.
4) 
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для i ПО hi часть запаса должна быть вывезена реальным потребителем.


5) ТЗ с запретом некоторого маршрута перевозки (такие задачи могут не името решения) 

6) доп условие: по маршруту от i ПО к J ПН величина перевозимого груза ограничена величиной hi

7) 
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 вводим фиктивное ПО 
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. Доп условие: j-му потребителю должен быть доставлен реальный груз
8) ТЗ с потерями.

Доп условие: любая единица не доставленного груза приводит к дополнительной потере у потребителя или недовывоз у продавца . 
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введем 
[image: image780.wmf]i
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величина недопоставки j-у потребителю, которая приводит к потере на единицу y, 
[image: image781.wmf]i

r

тойже размерности 
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. Спланировать перевозки ,минимальную сумму перевозок и потерь. Эту задачу превратить в класическу можно 1) добавив (m+1) поставщика с 
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 2) 
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9)многоиндексная ТЗ. Неравенства 4-х индексные, дополнительно к формулировке обычной ТЗ заданы виды груза и виды транспорта . переменные: 
[image: image786.wmf]l
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перевозка от i ПО к j ПН k-го вида груза l-м видом транспортаю математическая модель: 


10) Распределительные ТЗ. Доп условие: одно еденица доставляемого от i поставщика груза в условиях j-го потребителя закрывает 
[image: image787.wmf]j
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едениц груза. Надо так распределить перевозки груза , чтобы общая стоимость развозки была наименьшей.

49.Транспортная задача по критерию времени.


[image: image788.wmf]j
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время доставки всего груза от i ПО к j ПН. Требуется спланировать перевозку чтобы время окончания перевозки всех грузов было наименьшим. Целевая функция нелинейная. Допустим 
[image: image789.wmf]x

- допустимый план перевозки, оценка эффективности х: 
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, строгий метод решения таких задач на основе симплекс-метода есть.

Алгоритм:

Первый этап (предварительный) : выполняется 1 раз . Построение 1 ДБР исходной задачи, если такое ДБР не удается найти значит исходная задача несовместна иначе переходим к о второму этапу.

Второй этап: имеем ДБР, БП
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1) для текущего набора БП находим величину 
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2) просматриваем столбцы с НБП и удаляем те столбцы для которых 
[image: image795.wmf]i
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(найденной). Считаем значения тех переменных =0

3) смотрим i-ю строку, считаем ее порождающей и выполняем одну или несколько итераций симплекс алгоритма, если есть коэффициент 
[image: image796.wmf]0
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тогда любой столбец ч таким коэффициентом можно считать разрешающим столбцом, для него по обычным правилам симплекс алгоритма находим разрешающую строку и выполняем симплекс алгоритм (работаем с i-й строкой)

возможно 2 исхода:

а) переменная 
[image: image797.wmf]i

x

станет НБП, т.е мы получим новый план, который не хуже предидущего. Уходим на начало 2 этапа с новым набором БП

б) 
[image: image798.wmf]i
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не ушла из БП, но все коэффициенты в ее строке 
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  б1)
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следовательно текущий план улучшить нельзя и его следует принять в качестве оптимального решения исходной задачи.

  Б2) 
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из всего набора столбцов берем те у которых 
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и переменные для этих столбцов считаем =0, вычеркиваем их, после чего i-ая строчка будет состоять из нулей – вычеркиваем ее. И в начало 2 этапа
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